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English Abstract 



This is the first graduate course on elementary quantum mechanics in In- 
ternet written in Romanian for the benefit of Romanian speaking students 
(Romania and Moldova). It is a translation (with corrections) of the Spanish 
version of the course, which I did at the suggestion of Ovidiu Cioroianu, a 
student of physics in Bucharest. The topics included refer to the postulates 
of quantum mechanics, one-dimensional barriers and wells, angular momen- 
tum and spin, WKB method, harmonic oscillator, hydrogen atom, quantum 
scattering, and partial waves. 



Abstract Romanesc 



Acesta este un curs internetizat de mecanica cuantica clementara pe care 
1-am tradus cu imbunata^iri din spaniola (limba in care 1-am predat) la 
rugamintea studentului Ovidiu Cioroianu din Bucure§ti. Este destinat in 
principal acelor studen^i care se afla la primele contacte cu aceasta disciplina 
de studiu obligatorie, desi ar putea sa fie de un oarccarc folos §i pentru 
alte categorii de cititori. Sursele de 'inspira^ie' le-am gasit in multe din 
excelentele manuale de mecanica cuantica care au fost publicate de-a lungul 
anilor. 
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(E). FORWARD 

The energy quanta occured in 1900 in the work of Max Planck (Nobel prize, 
1918) on the black body electromagnetic radiation. Planck's "quanta of 
light" have been used by Einstein (Nobel prize, 1921) to explain the pho- 
toelectric effect, but the first "quantization" of a quantity having units of 
action (the angular momentum) belongs to Niels Bohr (Nobel Prize, 1922). 
This opened the road to the universalization of quanta, since the action is 
the basic functional to describe any type of motion. However, only in the 
1920's the formalism of quantum mechanics has been developed in a system- 
atic manner. The remarkable works of that decade contributed in a decisive 
way to the rising of quantum mechanics at the level of fundamental theory 
of the universe, with successful technological applications. Moreover, it is 
quite probable that many of the cosmological misteries may be disentan- 
gled by means of various quantization procedures of the gravitational field, 
advancing our understanding of the origins of the universe. On the other 
hand, in recent years, there is a strong surge of activity in the information 
aspect of quantum mechanics. This aspect, which was generally ignored in 
the past, aims at a very attractive "quantum computer" technology. 

At the philosophical level, the famous paradoxes of quantum mechanics, 
which are perfect examples of the difficulties of 'quantum' thinking, are 
actively pursued ever since they have been hrst posed. Perhaps the most 
famous of them is the EPR paradox (Einstein, Podolsky, Rosen, 1935) on the 
existence of elements of physical reality, or in EPR words: "If, without in any 
way disturbing a system, we can predict with certainty (i.e., with probability 
equal to unity) the value of a physical quantity, then there exists an element 
of physical reality corresponding to this physical quantity. " Another famous 
paradox is that of Schrddinger's cat which is related to the fundamental 
quantum property of entanglement and the way we understand and detect 
it. What one should emphasize is that all these delicate points are the 
sourse of many interesting and innovative experiments (such as the so-called 
"teleportation" of quantum states) pushing up the technology. 

Here, I present eight elementary topics in nonrelativistic quantum me- 
chanics from a course in Spanish ("castellano") on quantum mechanics that 

1 taught in the Instituto de Fisica, Universidad de Guanajuato (IFUG), 
Leon, Mexico, during the semesters of 1998. 

Haret C. Rosu 
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(R). CUVINT INAINTE 

Cuantele de energie au aparut in 1900 ca o consecin^a a lucraxilor lui Max 
Planck (premiul Nobel 1918) asupra problemei radiapei de corp negru. 

"Cuantele de lumina" planckiene au fost folosite de catre Albert Einstein 
(premiul Nobel 1921) pentru a explica efectul fotoelectric, dar prima "cuan- 
tiGcare" a unei marimi cu unitap de acpune (momentul cinetic) se datoreaza 
lui Niels Bohr (premiul Nobel 1922). Aceasta a deschis drumul univer- 
salitapi cuantelor pentru ca acpunea este funcponala fundamentala pentru 
descrierea oricarui tip de miscare. Chiar si in aceste condipi, numai anii 
1920 se considera ca adevaratul inceput pentru formalismul cuantic, care a 
fost capabil sa ridice mecanica cuantica la nivelul unei teorii fundamentale 
a universului §i sa o transforme intr-o sursa de numcroasc succcsc tclmo- 
logicc. Estc foartc posibil ca multc dintrc mistcriilc cosmologicc sa sc as- 
cunda in spatele diferitelor proccduri de cuantiUcare ale cimpului nelinear 
gravitaponal §i eventualele progrese in aceasta direcpe ar putea contribui 
la o mai buna intelegere a istoriei §i evolupei universului. Pe de alta parte, 
aspectul informatic al mecanicii cuantice, care nu a fost mult investigat in 
trecut, cunoa§te in prezent o perioada exploziva de cercetari in ideea con- 
struirii a§a-numitelor "calculatoare cuantice". 

In domeniul filosofic este de menponat ca in mecanica cuantica exista 
paradoxuri faimoase, care inca se menpn in polemica §i care reBecta diB- 
cultaple de logica pe care le creaza modul de "gindire cuantica" (sau prob- 
abilistica cuantica ). Unul dintre cele mai cunoscute paradoxuri este eel al 
lui Einstein (care nu a acceptatin mod total mecanica cuantica), Podolsky 
§i Rosen (EPR, 1935) in legatura cu problema daca exista sau nu "elemente 
adevarate de realitate fizica" in microcosmosul studiat cu metode cuantice 
(dupa Einstein, mecanica cuantica interzice existen^a independenta a ac- 
tului de masurare de sistemele Ezice masurate). Alt paradox, de acela§i 
rang de celebritate, este al "pisicii lui Schrodinger" . Ceea ce trebuie sub- 
liniat in legatura cu toate aceste puncte teoretice §i metateoretice delicate 
este ca ele genereaza experimente foarte interesante (cum ar fi, de exem- 
plu, cele referitoarc la asa-numita "teleportare" ale starilor cuantice) care 
impulseaza dezvoltarea tchnologicaCeea ce urmeaza sunt citeva teme intro- 
ductive in mecanica cuantica nerelativista care au servit ca baza pentru 
cursul de graduate in mecanica cuantica pe care l-am predat in Institutul 
de Fizica al Universitapi Statale Guanajuato din Mexic in 1998. 

Haret C. Rosu 
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1. POSTULATE CUANTICE 

Urmatoarele 6 postulate se pot considera ca baza pentru teorie §i experiment 
in mecanica cuantica in varianta sa cea mai folosita (standard). 

PI.- Fieca rei marimi fizice 'bine definita clasic' L ii corespunde un operator 
hermitic L. 

P2.- Fiecarei stari fizice sta^ionare in care se poate gasi un sistem fizic 
cuantic ii corespunde o func^ie de unda normalizata ^ (|| ^ ||£2= 1)- 

P3.- Marimea fizica L poate sa 'ia' experimental numai valorile proprii ale 
L. De aceea, valorile proprii trebuie sa fie reale, ceea ce are loc pentru 
operatori hermitici. 

P4.- Rezultatul unei masuratori pentru determinarea marimii L este intotdeauna 
valoarea medie L a operatorului L in starea -0^, care in teorie este el- 
ementul de matrice diagonal 

< V'n I ^ I V'n >= 

P5.- Elementele de matrice ale operatorilor coordonata §i moment carteziene 
Xi §i Pk-, calculate intre functiilc dc unda f §i g satisfac ecua^iile de 
mi§care Hamilton din mecanica clasica in forma: 

-71<f\Pi\9>=-<f\^\9> 
at oxi 

-n< j\xi\g >=< f\^\g> , 
at opt 

unde H este operatorul hamiltonian, iar derivatele in raport cu oper- 
atori se definesc in punctul 3 al acestui capitol. 

P6.- Operatorii pi §i Xk au urmatorii comutatori: 



\Pi,Pk] = 0, 
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n, = h/2'K = 1.0546 X 10-2^ erg.sec. 

1. - Coresponden^a cu o marime fizica L care are analog clasic L{xi,pk) 

Aceasta se face substituind Xi, pk cu Xi p^. Punc^ia L se presupune ca 
se poate dezvolta in serie de puteri pentru orice valoare a argumentelor 
sale, adica este analitica . Daca func^ia nu confine produse x^pk, 
operatorul L este hermitic in mod automat. 
Exemplu: 

T = (Ef P|)/2m ^f= (Ef i?')/2m. 

Daca L confine produse mixte XiPi §i puteri ale acestora, L nu cstc 
hermitic, in care caz L se substituie cu A, partea hermitica a lui L (A 
este un operator autoadjunct). 
Exemplu: 

w{xi,pi) = Y^iPiXi — > w = l/2Y,f{PiXi + XiPi). 

Rezulta deasemenea ca timpul nu este un operator fiind doar un parametru 
(care se poate introduce in multc fcluri). Aceasta pentru ca timpul nu 
depinde de variabilele canonice ci din contra . 

2. - Probabilitate in spectrul discret §i continuu 

Daca tpn este func^ie proprie a operatorului M, atunci: 

L =< n \ L \ n >=< n \ Xn\ n >= A„ < n | n >= (5„„A„ = A„. 
Deasemenea, se poate demonstra ca = (A„)^. 

Daca functia cf) nu cstc fimctie proprie a lui L se folose§te dezvoltarea 
in sistem complet de f.p. ale lui L §i deci: 

combinind aceste doua rela^ii ob^inem: 

L(j> = En Kan'tpn- 
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Putem astfel calcula elementele de matrice ale operatorului L: 



< \ L \ (j) >= J2n,m O-mO-nK < m \ n >= J2m I «m P ^m, 

ceea ce ne spune ca rezultatul experimentului este Am cu o probabili- 

tat© I dm I . 

Daca spectrul este discret: dc acord cu P4 inseamna ca | deci 
coeficien^ii dezvoltarii intr-un sistem complet de f.p., determina prob- 
abilitatile de observare a valorii proprii Aj^. 
Daca spectrul este continuu: folosind urmatoarea defini^ie 

<^(r) = /a(A)V'(T,A)dA, 

se calculeaza elementele de matrice pentru spectrul continuu 

<(f)\L\(f)> 

= Jdrja* (r, \)dX J i^a{i^)ip{T, ii)dii 

= J J a*a{fj,)fi J iP*{t, Xjipitau, fi)dXdfj,dT 

— 1 1 ci*{X)a{fi)fid{X — iJ,)dXdfi 

= Ja*{X)a{X)XdX 

= J I a(A) p XdX. 

In cazul continuu se spune ca | a(A) p este densitatea de probabilitate 
de a observa v.p. A din spectrul continuu. Deasemenea, se satisface 

L=<(f)\L\4>>. 

Este comun sa se spuna ca < | $ > este (reprezentarea lui) | $ > in 
reprezentarea /x, unde | /x > este un vector propriu al lui M. 
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Defini^ia unei derivate in raport cu un operator 



dF(L) _ F{L+d)-F(L) 

Operatorii de impuls cartezian 

Care este forma concreta a lui pi, pi y pi-, daca argumentele func^iilor 
de unda sunt coordonatele carteziene Xi ? 
Vom considera urmatorul comutator: 

IPii^i ] ~ Pi^i Pi 
= PiXiXi XiPiXi -\- XiPiXj, XiXiPi 
= {piXi XiP'i^X'i -\- Xii^P'iXi XiPi^ 

— \pi J Xi\Xi + Xi \pi , Xi] 

= —ihxi — ihxi = —2ihxi. 

In general, se satisfac: 

PiXi Xi Pi = TliflXi 

Atunci, pentru toate func^iile analitice avem: 

Piip{x) - ip{x)pi = -ih§^^. 

Acum, fie pi(p = f{xi,X2,x^) modul in care ac^ioneaza Pi asupra lui 
(f){xi,X2,X3) = 1. Atunci: 

Pii/j = —i^-§^ + /iV' §i exista rela^ii analoage pentru X2 y x^. 
Din comutatorul = se ob^ine V x / = 0, §i deci, 

fi = ViF. 

Forma cca mai gcncrala a lui pi cstc pi = —ih-^ + unde F este 
orice functie. Func^ia F se poate elimina folosind o transformare uni- 
tara i/t = exp^F). 
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P^ = + §§:)U 

= -^^^ 

rezultind pi = — — * P = —ifiV. 

5.- Calculul constantei de normalizare 

Orice func^ie de unda tp{x) G de variabila x se poate scrie in forma: 

V^(x) = /<5(x-0V'm 

§i se poate considera aceasta expresie ca dezvoltare a lui ip in f.p. 
ale operatorului coordonata x6{x — = $,{x — ^). Atunci, | ip{x) p 
este densitatea de probabilitate a coordonatei in starea ijj{x). De aid 
rezulta interpretarea normei 



II "^i^) IP= / I i^i^) P dx = 1. 

Intuitiv, aceasta relatie ne spune ca sistemul descris de catre func^ia 
ip{x) trebuie sa se gaseasca intr-un 'loc' pe axa reala, chiar daca vom 
§ti doar aproximativ unde. 
Func^iile proprii ale operatorului impuls sunt: 

—ifi^ = Pill), integrind se obtine %l){xi) = A exp R^'^' , a; §i p au spectru 

continuu §i deci normalizarea se face cu 'func^ia delta'. 

Cum se obtine constanta de normalizare ? 

Se poate obtine utilizind urmatoarele transformari Fourier: 

f{k) = / g'(x) exp~**^^ dx, g{x) = f{k)exp^''^dk. 

Dcascmenca se obtine cu urmatoarca procedura : 

Fie fiinc^ia de unda nenormalizata a particulei libere 

ipx 

(pp{x) = 74exp s §i formula 

S{x-x') = ^ exp^*^(^-^') dx 
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Se vede ca 



= A* exp h A exp n dx 

= J-oo I ^ r exp n dx 

f 

ix(p—p ) 

=\A\^nJZ,e^p^d^ 
= 2TTn\A |2 5{p-p) 
§i deci Constanta de normalizare este: 




Deasemenea rezulta ca f.p. ale opcratorului impuls formeaza un sistem 
complet (in sensul cazului continuu) pentru func^iile de clasa C^. 

"^^^ ^ ^ '^^^^ exp^ dx. 
Aceste formule stabilesc legatura intre reprezentarile x §i p. 
6.- Reprezentarea p (de impuls) 

Forma explicita a operatorilor pi §i Xk se poate ob^ine din rela^iile de 
comutare, dar §i folosind nucleele 

x{p,p) = WxU = 2^ J exp n xexp n dx 
12 



—ipx o if3x 

= 2il / exp~ (-i^ig^ exp— ) . 

Integrala are forma urmatoare: M(A, A ) = J U^X,x)MU{X' ,x)dx, §i 
folosind xf = J x{x,^)f{^)d^, ac^iunea lui x asupra lui a{p) G JC^ este: 



= /(2k/exp^(-^^^exp^)da;)a(/?)d/3 

~ipx p. if3x 

= ^JJ exp~ ^ exp— a{l3)dxd(3 
= ^II exp"^ ^ exp^ a{(3)d^dp 



unde S{P — p) = f ®-^P ^ 



ix(g-p) 



Operatorul impuls m reprezentarea p se caracterizeaza prin nucleul: 
= 2^ie^P (-«^ai)exp ft dx 

T —ipx i(3x 

= 2^ i exp~ /3 exp— = I3\(jp - P) 
rezultind pa(j)) = pa{p). 

Ceea ce se intimpla cu x si p este ca desi sunt operatori hermitici pen- 
tru toate f(x) € L? m.i sunt hermitici exact pentru func^iile lor proprii. 
Daca pa{p) = Poa{p) f^i x = x'^ p = p\ atunci 
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<a\px\a> — <a\xp\a >= —ih < a \ a > 

Po[< a\x\a> — <a\x\a>] = —ih < a \ a > 

Po[< a\x\a> — <a\x\a>]=0 

Partea stinga este zero, in timp ce dreapta este indefinita , ceea ce este 
o contradict ie. 

7.- Reprezentarile Schrodinger §i Heisenberg 

Ecua^iile de mi§care date prin P5 au diferite interpretari, datorita fap- 
tului ca in expresia ^ < / | L | / > se poate considera dependen^a 
temporala ca apar^inind fie func^iilor de unda fie operatorilor, fie atit 
func^iilor de unda cit §i operatorilor. Vom considera numai primele 
doua cazuri. 

• Pentru un operator ce depinde de timp O = 0(t) avem: 



Pi' ~ dxi ' ~ dpi 



[P, f]=Pf-fP = -ift-Sfi 
[x,f]=xf-fx = -in§: 
§i se ob^in ecua^iile de mi§care Heisenberg: 

Pi = ^\p,H], Xi = ^[x,H]. 

Daca func^iile de unda depind de timp, inca se poate folosi pi = 
^[pi,H], pentru ca cstc o consccinta numai a rela^iilor de co- 
mutare care nu depind de reprezentare 



i<f\pi\g>=-i<f\\p,H]\g>. 
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Daca acum pi §i H nu depind de timp §i se ^ine cont de hermitic- 
itate se ob^ine: 

= ^{pf,Hg) + ^{Hf,p,g) 

{^ + kHf,m) + m.%-^Hg) = Q 

Ultima relatie se indeplineste pentru orice pereche de func^ii f{x) 
§i g{x) in momentul initial daca fiecare satisface ecua^ia 

Aceasta este ecua^ia Schrodinger §i descrierea sistemului cu aju- 
torul operatorilor independent! de timp se cunoa§te ca reprezentarea 
Schrodinger. 

In ambele reprezentari evolu^ia temporala a sistemului se caracter- 
izeaza prin operatorul H, care se ob^ine din func^ia Hamilton din 

mecanica clasica . 

Exemplu: H pentru o particula in potential U{xi,X2,xs) este: 
H = + U {xi,X2, xs), §i in reprezentarea x este: 

H = -^Vl + U{xi,X2,X3). 

8.- Legatura intre reprezentarile S §i H 

P5 este corect in reprezentarile Schrodinger §i Heisenberg. De aceea, 
valoarea medie a oricarei observabile coincide in cele doua reprezentari, 
§i deci, exista o transformare unitara cu care se poate trece de la o 
reprezentare la alta. O astfel de transformare este de forma = 

-iHt 

exp s . Pentru a trece la reprezentarea Schrodinger trebuie folosita 
transformata Heisenberg if) = stj cu / §i L, §i pentru a trece la 
reprezentarea Heisenberg se folose§te transformarea Schrodinger A = 
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s^Ls cu §i A. Se poate ob^ine ecua^ia Schrodinger dupa cum urmeaza 
: cum in transformarea ip = st/ func^ia / nu depinde de timp, vom 
deriva transformarea in raport cu timpul pentru a ob^ine: 

t = ¥/ = i(exp^)/ = ^^exp^ / = -i^;t/ = -i^^. 
§i deci, avem: 

ih^ = H^. 

In continuarc obtinem ecuatia Heisenberg: punind transformarea Schrodinger 
in urmatoarea forma sAst = L §i derivind in raport cu timpul se ob^ine 
ecuatia Heisenberg 

# = fA^^^ + = l^exp# A.t - i|Aexp-F H 

= i(^sAst - sAs^H) = ^{HL - LH) = ^[H, L]. 
Prin urmare, avem: 

Deasemenea, ecuatia Heisenberg se poate scrie in forma urmatoare: 

L se cunoaste ca integrala de mi§care daca ^ < tjj \ L \ ijj >= §i se 
caracterizeaza prin urmatorii comutatori: 

[H,L]=0, [H,A]=0. 
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9.- Stari sta^ionare 

Starile unui sistem descris prin f.p. ale lui H se numesc stari sta^ionare 
ale sistemului, in timp ce setul de v.p. corespunzatoare se nume§te 
spectrul de energie (spectrul energetic) al sistemului. In astfel de 
cazuri, ecua^ia Schrodinger este : 

Solu^iile sunt de forma: ipnix^t) = exp rf^ <pn{x)- 

• Probabilitatea este urmatoarea: 

S{x) =1 1pn{x,t) P = | exp^f^ ^n{x) P 
iEnt -iE„t , , / s ,0 I / / \ |2 

= exp a exp n \ p=| ^n{x) \ ■ 

Rezulta ca probabilitatea este constanta in timp. 

• In starile stationarc, valoarca medic a oricarui comutator de forma 
[H, A] este zero, unde A este un operator arbitrar: 

< n I hA - AH I n >=< n \ HA | n > - < n | Ah \ n > 
=< n I EnA \ n > — < n \ AEn \ n > 
= En <n \ A\n> -En <n \ A\n>=0. 

• Teorema de virial (virialului) in mecanica cuantica - daca H este 
un operator hamiltonian al unci particule in cimpul U (r), folosind 
A = l/2Y^f^i{piXi - XiPi) se ob^ine: 

<iI)\[A,H]\'iI}>={)=<'4;\Ah - hA\'4)> 
= Ef=i < I PiXiH - HpiXi I ip > 
= Ef=i <'>P\[H, Xi]pi + Xi[H,pi] I >. 
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folosind de mai multe ori comutatorii §i pi = —ihVi, H = T -\- 
U{r), se poate ob^ine: 

< ijj \ [A, H] \ ijj >= 

= -in{2 <^\f\i}> - <ip\f- VU{r) I ij >). 

Aceasta este teorema virialului. Daca potentialul cstc U (r) = 
Uov"', atunci se ob^ine o forma a teoremei de virial ca in mecanica 
clasica cu unica diferen^a ca se refera la valori medii 

T = fC7. 

• Pentru un Hamiltonian H = — + U{r) §i [r,H\ = 

calculind elementele de matrice se ob^ine: 

{E},- En) <n\r\k>='^ <n\p\k>. 

- Densitate de curent de probabilitate Schrodinger 
Urmatoarea integrala : 

/ I '^n{x) P dx = 1, 

este normalizarea unei f.p. din spectrul discret in reprezentarea de 
coordonata , §i apare ca o condi^ie asupra mi§carii microscopice intr-o 

regiune finita . 

Pentru f.p. ale spectrului continuu tpx{x) nu se poate da in mod direct 
o interpretare probabilistica . 

Sa presupunem o func^ie data ^ G >C^, pe care o scriem ca o combina^ie 
lineara de f.p. in continuu: 

Se spune ca cp corespunde unei mi§cari infinite. 

In multe cazuri, func^ia a(A) este diferita de zero numai intr-o vecinatate 
a unui punct A = Aq. In acest caz (f) se cunoa§te ca pachet de unde. 
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Vom calcula acum viteza de schimbare a probabilita^ii de a gasi sis- 
temul in segmentul (volumul) O (generalizarea 3D se face trivial §i se 
va presupune, chiar daca nota^ia este ID). 



P = J^\ip{x,t) p = ^^'il)*{x,t)^l){x,t)dx. 
Derivind integrala in raport cu timpul gasim: 

Utilizind ecua^ia Schrodinger in integrala din partea dreapta se ob^ine: 



Folosind identitatea fV'^g — gV^f = div[{f)grad{g) — {g)grad{f)] pre- 
cum §i ecua^ia Schrodinger in forma: 



§i substituind in integrala se ob^ine: 

f = I /n[V'(-l^vv) - ri^v^mx 

Folosind teorema divergence! pentru a transforma integrala de volum 
in una de suprafa^a ob^inem: 



dt J 2m 



^{4,vr - rv^p)dx. 
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Marimea J{tp) = ^(V'^V'*— se cunoa§te ca densitate de curent 
de probabilitate, pentru care imediat se ob^ine o ecua^ie de continui- 
tate, 



f + div{J) = 0. 



• Daca ip{x) = AR(x), unde R(x) este o func^ie reala , atunci: 



2m\ h{2Trny^ ) m{2-KnY ' 

ceea ce ne indica o densitatea de curent de probabilitate indepen- 
denta de coordonata . 

- Operator de transport spatial 
Daca H este invariant la transla^ii de vector arbitrar a, 



j(V) = 0. 



• Pentru f.p. ale impulsului tp{x) 



(27r?i)i'/2 



■3-72 exp n se ob^ine: 




lf(f+a) = if(r) , 



atunci exista un T(a) unitar T^a)H{r)T{a) = H{'r + a). 



Din cauza comutativita^ii transla^iilor 



f (a)f (6) = f (6)f (a) = f (a + 6) 



rezulta ca T are forma T = exp' 
In cazul infinitezimal: 



, unde k = ^. 



f{5d)Hf{6d) + ikSa)H{i - ikSa) 
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H{r) + i[K, H]6a = H{r) + {VH)6a. 



Deasemenea [p, H] = 0, unde p este o integrala de mi§care. Sistemul 

1 ipr 

are func^ii de unda de forma '^{p,r) = ^2-Kh)'i /2 6xp~ §i transformarea 
unitara face ca exp~ ijj{r) = ijj{f+a). Operatorul de transport spatial 

-^j. —ipa J. —iHt 

TT = exp h este analogul lui s' = exp a , operatorul de 'transport' 
temporal. 

- Exemplu: Hamiltonian cristalin 

Daca H este invariant pentru o transla^ie discreta (de exemplu intr-o 
re^ea cristalina ) H{f+a) = H{r), unde a = J^i'^ii^ij ni E N §i ai 
sunt vectorii barici, atunci: 

H{f+ d)t/j(r + a) = Eil){f+ a) = H{r)il^{f+ a). 

Rezulta ca ^(r) §i i{j{f + a) sunt func^ii de unda pentru aceeasi v. p. 
a lui H. Rela^ia intre ip{r) §i jp{f + a) se poate cauta in forma 
■^(r + a) = c{a)jp{r) unde c(o) este o matrice gxg (g este gradul de 
degenerarc al nivclului E). Doua matrici de tip coloana , c(a) c(b) co- 
muta si atunci sunt diagonalizabili simultan. 

In plus, pentru elementele diagonale se respecta Cii{a)cii{b) = Cii(a+b), 
i=l,2,....,g, cu solu^ii de tipul Cii{a) = exp*'^»". Rezulta ca V'fc(r) = 
Uf;{r) exp'^''^ , unde k este un vector real arbitrar §i func^ia ?7fe(r) este 

periodica de perioada a, Uk{r + a) = Uk{r)- 

Afirma^ia ca func^iile proprii ale unui H periodic cristalin H{r + a) = 
H{f) se pot scrie tpk{^ = Uk(r)expikd cu Uk{f + a) = Uk{r) se 
cunoa§te ca teorema lui Bloch. In cazul continuu, trebuie sa fie 
constant, pentru ca o constanta cstc unica functie periodica pentru 
orice a. Vectorul p = hk se numcstc cuasi-impuls (prin analogic cu 
cazul continuu). Vectorul k nu este determinat in mod univoc, pentru 
ca i se poate adauga orice vector g pentru care ga = 27rn unde n G N. 
Vectorul g se poate scrie g = birui unde rrii sunt numere intregi 
§i hi sunt da^i de 
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27r^ 



ai {aj X ) 



pentru i ^ j ^ k. hi sunt vectorii barici ai re^elei cristaline. 
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1. Pentru "crearea mecanicii cuantice..." , Werner Heisenberg a fost distins 
cu premiul Nobel in 1932 (primit in 1933). Articolul "Ziir Quantenmechanik. 
H", ["Asupra mecanicii cuantice. H" , Zf. f. Physik 35, 557-615 (1926) (ajuns 
la redac^ie in ziua de 16 Noiembrie 1925) de M. Born, W. Heisenberg §i P. 
Jordan, se cunoa§te ca "lucrarea celor trei (oameni)" §i este considerat ca 
eel care a deschis cu adevarat vastele orizonturi ale mecanicii cuantice. 

2. Pentru "interpretarea statistica a func^iei de unda " Max Born a primit 
premiul Nobel in 1954. 



IP. Probleme 

Problema 1.1: Se considera doi operatori A §i B care prin ipoteza comuta. 
In acest caz se poate deduce rela^ia: 

gAgB ^ g(A+B)g(l/2[A,B])^ 

Soluble 

Definim un operator F(t), ca func^ie de variabila reala t, prin: F(t) = 
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Atunci: ^ = Ae^'e^' + e^^Be^^ = {A + e^*Se-^*)^(0- 

Acum, aplicind formula [A,F{B)] = [A,B]F (B), avem 

[e^*, B] = t[A.B]e^\ §i deci: e^*5 = Se^* + t[A, 5]e^* , 

multiplicind ambele par^i ale ecua^iei ultime cu exp~"^* §i substituind m 

prima ecua^ie, ob^inem: 

^ = {A + B + t[A,B])F{t). 

Operatorii A, B §i [A,B] comuta prin ipoteza . Deci, putem Integra 
ecua^ia diferen^iala ca §i cum A + B §i [A, B] ar fi numere (scalare). 
Vom avea deci: 

F{t) = i?(o)e(^+^)*+V2[^,s]*' . 
Punind t = 0, se vede ca F{0) = 1, §i : 

^ ^{A+B)t+l/2[A,B]t\ 

Punind acum t = 1, ob^inem rezultatul dorit. 

Problema 1.2: Sa se calculeze comutatorul [X, D^;]. 
Soluble 

Calculul se face aplicind comutatorul unei func^ii arbitrare ilj{r): 
[X,D,]i;ir) = {x£ - ^x)^(r) = x£^{f) - £[x^{f)] 

= x^ipir) - ip{r) - x-^ip{f) = ~ijj{f). 

Cum aceasta rela^ie se satisface pentru orice il^{r), se poate deduce ca : 

[x,a,] = -i. 

Problema 1.3: Sa se verifice ca urma de matrice este invarianta la schimbari 
de baze ortonormale discrete. 

Solutie 

Suma elementelor diagonale ale unei reprezentari matriceale de un oper- 
ator (cuantic) A intr-o baza arbitrara nu depinde de baza . 
Se va ob^ine aceasta propietate pentru cazul schimbarii dintr-o baza ortonor- 
mala dicreta \ Ui > m alta ortonormal discrcta | tfc >. Avem: 
J2i < Ui \ A \ Ui >= J2i < Ui \ (Ea; I h >< tk\)A\ui> 
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(unde s-a folosit rela^ia de completitudine pentru starea tk)- Partea dreapta 
este egala cu: 



<Ui\tk><tk\ A\ui >= Y.i,j <tk \ A\ui><Ui\tk >, 

(este posibila schimbarea ordinii in produsul de doua numere scalare). Ast- 
fel, putem inlocui J^i \ Ui >< Ui \ cu unu (rela^ia de completitudine pentru 
starile | Ui >), pentru a ob^ine in final: 

^ < Ui \ A \ Ui >= ^ < tk \ A \ tk > . 

i k 

A§adar, s-a demonstrat proprietatea ceruta de invarian^a pentru urmele 
matriceale. 

Problema 1.4: Daca pentru operatorul hermitic N exista operatorii her- 
mitici L si M astfel ca : [M, A^] = 0, [L, N] = 0, [M, L] ^ 0, atunci func^iile 
proprii ale lui A^ sunt degenerate. 

Solu^ie 

Fie 'ip{x: functiilc proprii comune ale lui M si A (fiind de comutator 
nul sunt observabile simultane). Fie il}{x\X,v) func^iile proprii comune ale 
lui L §i N (fiind de comutator nul sunt observabile simultane). Parametrii 
greci indica valorile proprii ale operatorilor corespunzatori. Consideram, 
pentru a simplifica, ca N are spectru discret. Atunci: 

/(^) = H aui^ix; n,v)=^ b^'tp{x; A, u) . 

V V 

Se calculeaza acum elementul de matrice < j\ML\j >: 

f\ML\f >= / ^//,,aj,V*(a;;//,z^)^A^'6^'V(a;; A,z/')da; . 



< 



Daca toate functiilc proprii ale lui A sunt diferite (nedegenerate) atunci 
< f\ML\f >= J2iy f'-iyC'uKbu- Dar acela§i rezultat se ob^ine §i daca se cal- 
culeaza < f\LM\f > §i comuatorul ar fi zero. Prin urmare, unele func^ii 
proprii ale lui N trebuie sa fie degenerate. 
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2. BARIERE §1 GROPI RECTANGULARE 

Regiuni de potential constant 

In cazul unui potential rectangular, V{x) este o func^ie constanta V{x) = 
V intr-o regiune oarecare in spa^iu. Intr-o astfel de regiune, ecua^ia Schrodinger 
poate fi scrisa : 

^^.-,.-m.).o (1, 

Distingem mai multe cazuri: 
{i) E>V 

Introducem constanta pozitiva k, definita prin 

Solu^ia ecua^iei (1) se poate atunci scrie: 

V'(x) = Ae'^"" + Me-'^"" (3) 

unde A §i A! sunt constante complexe. 
(ii) E <V 

Aceasta condi^ie corespunde la regiuni de spa^iu care ar fi interzise pentru 
particula din punctul de vedere al mi§carii mecanice clasice. In acest caz, 
introducem constanta pozitiva q definita prin: 



,= «HS (4) 

§i solu^ia lui (1) poate fi scrisa : 

V'(x) = 5e«^ + S'e"«^ (5) 

unde B §i B' sunt constante complexe. 
(iii) E = V 

In acest caz special, ip{x) este o func^ie lineara de x. 

Comportamentul lui iIj^x) la o discontinuitate a poten^ialului 

S-ar putea crcdc ca in punctul x = xi, unde potentialul V{x:) este 
discontinuu, func^ia de unda ^(x) se comporta mai ciudat, poate ca in mod 
discontinuu, de exemplu. Aceasta nu se intimpla : il){x) §i sunt continue, 
§i numai a doua derivata prezinta discontinuitate m. x = xi. 
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Viziune generala asupra calculului 

Procedeul pentru dcterminarea starii sta^ionare in potentiale rectangu- 
lare este deci urmatorul: in toate regiunile unde V{x) este constant, scriem 
ip{x) in oricare dintre cele doua forme (3) sau (5) in func^ie de aplica^ie; in 
continuare 'lipim' aceste fun^ii corcspunzator cerin^ei de continuitate pentru 
ip{x) §i ^ in punctele unde V{x) este discontinuu. 

Examinarea citorva cazuri simple 

Sa facem calculul cantitativ pentru starile sta^ionare, conform metodei 
descrise. 



Potential treapta 



V(x) 



V 



II 



Fig. 2.1 



a. Cazul E > Vq; reflexie parfiala 
Sa punem ec. (2) in forma: 



ki 



V2mE 



(6) 
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Solu^ia ec. (1) are forma din ec. (3) in regiunile I{x < 0) §i II{x > 0): 
In regiunea I ec. (1) ia forma: 



iar in regiunea II: 



n 



Daca ne limitam la cazul unei particule incidente care 'vine' de la a; = — oo, 
trebuie sa alegem A2 = putem determina raporturile A'l/Ai §i ^2/^1- 
Condi^iile de 'lipire' dau atunci: 

ipj = ipjj^ in X = : 

Ai + A[ = A2 (8) 

• ipj = tp'jj, in X = : 

Aiiki - A[iki = A2ik2 (9) 

Substituind Ai §i A[ din (8) in (9): 

Egalarea constantei A2 in (10) §i (11) implica : 



A[ _ ki - k2 
Ai~ ki + k2 



(12) 
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§i din (11) ob^inem: 

^ - (13) 

■iIj{x) cste o superpozitia dc doua undc. Prima (tcrmcmil in Ai) corespunde 
unei particule incidente, de moment p = hki, in propagare de la stinga la 
dreapta. A doua (termenul in A[) corespunde unei particule reflectate, de 
impuls —hki, in propagare in sens opus. Cum deja am ales A2 = 0, ipii{x) 
confine o singura unda , care este asociata cu o particula transmisa . (Se va 
arata mai departe cum este posibil, folosind conceptul de curent de prob- 
abilitate, sa definim coeficientul de transmisie T precum §i coeficientul de 
reflexie R pentru poten^ialul treapta ) . Ace§ti coeficien^i dau probabilitatea 
ca o particula , sosind de la x = — 00, ar putea trece de poten^ialul treapta 
in X = sau se intoarce. Astfel ob^inem: 

i?=|4^P (14) 



iar pentru T: 



Tinind cont de (12) §i (13), avem: 

Este u§or de verificat ca i? + T = 1: este deci sigur ca particula va fi 
transmisa sau reflectata . Contrar predic^iilor mecanicii clasice, particula 
incidents are o probabilitate nenula de a nu se intoarce. 

Deasemenea este u§or de verificat, folosind (6), (7) §i (17), ca daca E S> 
Vq atunci T ~ 1 : cind energia particulei este suficient de mare in comparatie 
cu inal^imea treptei, pentru particula este ca §i cum obstacolul treapta nu 
ar exista. 

Considerind solu^ia in regiunea I: 

i = -^(0*V<^-^V^*) (18) 
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cu Aie'-^^'-' §i conjugata sa A\e ^'^i^: 
m 

Acum cu Aie~^^^^ §i conjugata sa A\e^^^^ rezulta : 

m 

Dorim in continuare sa verificam propor^ia de curent reflectat fa^a de 
curentul incident (mai precis, dorim sa verificam probabilitatea ca particula 
sa fie returnata ): 



m 



Similar, propor^ia de transmisie fa^a de inciden^a (adica probabilitatea 
ca particula sa fie transmisa ) este, ^inind acum cont de solu^ia din regiunea 
II: 



a. Cazul E <Vq; reflexie totala 
In acest caz avem: 



k, = (21) 



In regiunea I{x < 0), solu^ia ec. (1) [scrisa ■4j{x)" + ki^{x) = 0] are forma 
data in ec. (3): 

= ^16*^^1^- +^;e-*^ (23) 

iar in regiunea II {x > 0), aceea§i ec. (1) [acum scrisa ip{x)" — q2ip{x) = 0] 
are forma ec. (5): 
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Pentru ca solu^ia sa fie men^inuta finita cind x — > +00, este necesar ca: 

S2 = (25) 
Condi^iile de 'lipit' in a; = dau in acest caz: 
m 1^1 = i^ij^ in X = : 

^i+^; = S^ (26) 

• ■(/'/ = V'//) in X = : 

Axikx - A[iki = -^^92 (27) 

Substituind Ai §i A[ din (26) in (27): 

4/ _ B'^jiki + g2) , . 

^' - (-) 

Egalarea constantei B2 in (28) §i (29) duce la: 

A'^ _ iki +q2 _ ki — iq2 
Ai iki — q2 ki+ iq2 ' 

astfel ca din (29) avem: 

B'2 _ 2iki _ 2ki 
Ai iki - 92 ^1 - iq2 
Coeficientul de reflexie R cste dcci: 

,^|2 ^ I ki - iq2 |2 ^ kf + g| 
^1 fci + iq2 kl + ^2 

Ca in mecanica clasica , microparticula este intotdeauna refiectata (reflexie 
totala ). Totu§i, exista o diferen^a importanta : datorita existen^ei a§a- 
numitei undc evanesccnte e~'^'^^ , particula are o probabilitatc ncnula dc a 
se gasi 'prezenta ' in regiunea din spa^iu care este clasic interzisa . Aceasta 
probabilitatc descre§te exponential cu x §i ajunge sa fie neglijabila cind x 
depa§e§te "zona" \/q2 corespunzatoare undei evanescente. Sa notam §i ca 
A'-y/Ai cstc complex. O anumita difcrcnta de faza apare din cauza reflexiei, 
care, fizic, se datoreaza faptului ca particula este ' frinata' (incctinita cind 
intra in regiunea x > 0. Nu exista analogic pentru aceasta in mecanica 
clasica , ci doar in optica fizica . 



(30) 



(31) 
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Poten^iale tip bariera 

. V(x) 



Vo 



II 



III 



Fig. 2.2 



a. Cjizul E > Vq; rezonanie 

Sa punem aid ec. (2) in forma: 

= ^ (33) 

fe = ^^lEEM (34) 

Solu^ia ec. (1) este ca in ec. (3) in regiunile I{x < 0), 7/(0 < x < a) §i 
III{x > a) : 



Daca ne limitam la cazul unei particule incidente care vine de la x = — oo, 
trebuie sa alegem A'^ = 0. 
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• ipl = ipii, in X = : 

Ai + A[ = A2 + A'2 



• V/ = V'//) in X = : 

Aiiki — A'liki = ^2^^2 — A'2ik2 

• ipii = ipin, mx = a: 

A2e'^^'' + ^26-'^^" = A^e'^^"" 

• i^'n = i^'iii^ inx = a: 

A2ik2e'''^'' - A'2ik2e-'''^'' = Azikie'^^"" 

Conditiile de continuitatc in x = a dau A2 §i A'2 in functie de ^3, si cclc 
X = dau Ai §i A\ in funtic dc A2 §i ^2 (§i deci in functie de A^). A 
procedeu este aratat in continuare. 
Substituind A'2 din ec. (37) in (38): 

^ _ A3e^^^"(fc2 + fci) 

Substituind A2 din ec. (37) in (38): 

^, _ A3e^fei°(fc2 - fci) 

Substituind ^1 din ec. (35) in (36): 

./ _ A2{k2 - ki) - A'2{k2 + kx) 
=2^1 

Substituind A'^ din ec. (35) in (36): 

. ^2(A;2 + fci)-^'2(A;2-A;i) 
= 2k, 

Acum, substituind in (41) ecua^iile (39) §i (40), avem: 
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In final, substituind in (42) ecua^iile (39) §i (40): 



Ai = [cos k2a - i \ , ^ sin k2a\e^'^^"' (44) 
2kik2 

A'l/Ai §i As/Ai [raporturi care se ob^in egalind ecua^iile (43) §i (44), §i 
respectiv separind in ec. (44)] ne permit calculul coeficientului de reflexie R 
precum §i a celui de transmisie T pentru acest caz simplu de bariera , fiind 
ace§tia da^i de: 

K - \A,/A^\ - ^^2^2 + (^2 _ ^2)2 si^2 (45) 

^ = l^^/^^l' = Akjkl + {kl-krsinH2a ^^^^ 

Acum este u§or de verificar ca i? + T = 1. 
b. Cazul E <Vo; efectul tunel 
Acum, fie ecua^iile (2) §i (4): 

= ^ (47) 

= «^ (48) 

Solu^ia ec. (1) are forma ec. (3) in regiunile I{x < 0) §i III{x > a), in 
timp ce in regiunea 77(0 < x < a) are forma ec. (5): 

Conditiilc dc 'lipit' in x = §i x = a ne permit calculul coeficientului 
de transmisie al barierei. De fapt, nu este necesar a efectua inca odata 
calculul: este suficient de a face substitu^ia, in ecua^ia ob^inuta in primul 
caz din aceasta sec^iune k2 cu —iq2- 
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Stari legate in groapa rectangulara 
a. Groapa de adincime finita 



V(x) 



E*ig .2.3 Groapa finita 



in aceasta parte ne limitam la studiul cazului < E < Vq (cazul E > Vq 
este identic calculului din sec^iunea precedents, , "bariera de potential" . 
Pentru regiunile exterioare I (x < 0) §i III {x > a) folosim ec. (4): 



^ ^y2m{Vo - E) 

^~ h 

Pentru regiunea centrala II (0 < x < a) folosim ec. (2): 



k = 



n 



(49) 



(50) 



Solu^ia ec. (1) are forma ec. (5) in regiunile exterioare §i in forma din 
ec. (3) in regiunea centrala : 



-ikx 
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In regiunea (0 < x < o) ec. (1) are forma: 
2mE 

§i in regiunile exterioare: 



W + =^i^ix) = + k'^i^ix) = (51) 



9m 

-^[Vo- E]ct,{x) = iPi^xf - q^{x) = (52) 
n 

Pentru ca trebuie sa fie finita in regiunea I, trebuie sa avem: 

B[=0 (53) 

Condi^iile de lipire dau: 
ipj = ipjj^ in x = : 

Bi = A2 + A!^ (54) 

= ■0//, in X = : 

Biq = A2ik - A'^ik (55) 
i^ii = ipni, mx = a: 

A2e''"' + A'ae-*'^" = Bge^" + B^e-«» (56) 



^11 = fiii^ 



m. x = a : 



Aiike'''^ - A'^ike-'''^ = B^qe'^'' - Sage""" (57) 

Substituind constantele A2 §i A2 din ec. (54) in ec. (55) ob^inem, re- 
spectiv: 

^/ ^ Bi{q-ik) 
^ -2ik 
_ Bi{q + ik) 

- 2ik ^^^^ 

Substituind constanta A2 §i constanta A2 din ec. (56) in ec. (57) 
ob^inem, respectiv: 

B[ie-'i''{ik + q)+Bse'i''{ik-q) + A'2e-''"'{-2ik) = 
2ikA2e''''' + B'^e-i''{-ik + q)+B3Ei''{-ik-q) = (59) 
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Egalind B'^ din ecua^iile (59) §i ^inind cont de ecua^iile (58): 



e'^^iq + ikf - e-'^^iq - ikf] (60) 



Bi 4ikq 



Insa ip{x) trebuie sa fie finita §i in regiunea III. Prin urmare, este necesar 
ca B3 = 0, §i deci: 

^q + ik^ e-''"' ^ ' 

Deoarece q^\k depind de ec. (1) poate fi satisfa cuta pentru anumite 
valori ale lui E. Condi^ia ca '4){x) sa fie finita in toate regiunile spa^iale 
impune cuantizarea energiei. §i mai precis doua cazuri sunt posibile: 

(i) daca : 

" ~ -e*^" (62) 



q-\-ik 

Egalind in ambii membri partea reala §i cea imaginara ,respectiv, rezulta : 

tan(y) = I (63) 

Punind: 



l2mVo 



kQ = \—r^ = Jk-'+q'' (64) 



ob^inem: 



2,ka k + q ^ko 2 



l + tan^(-) = — ^ = (-^)^ (65) 



cos2(^) ' 2 ' P ^k 

Ec.(63) este astfel echivalenta cu sistemul de ecuatii: 



tan(y) > (66) 

Nivelele de energie sunt determinate de catre intersec^ia unei linii drepte 
de inclinare ^ cu primul set de cosinusoide intrerupte in figura 2.4. Astfel 
ob^inem un numar de nivele de energie, ale caror func^ii de unda sunt pare. 
Acest lucru dcvinc mai clar daca substituim (62) in (58) si (60). Este u§or 
de verificat ca B'^ = Bi §i A2 = A2, astfel ca ip{—x) = ^{x). 
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(ii) daca : 

q — ik 
q + ik 

Un calcul de acela§i tip ne duce la: 



= e 



ika 



(67) 



k_ 
ko 



tan(— ) < 



(68) 



Nivelele de energie sunt in acest caz determinate de catre intersec^ia 
aceleia§i linii drepte cu al doilea set de cosinusoide intrerupte in figura 2.4. 
Nivelele astfel ob^inute se afla intre cele gasite in (i) . Se poate arata u§or ca 
func^iile de unda corespunzatoare sunt impare. 




n/a 



27C/a 37C/a ko 47t/a 



Fig. 2.4 



b. Groapa de adincime infinita 

In acest caz este convenabil sa se puna V{x) zero pentru < x < a §i infinit 
in tot restul axei. Punind: 

fc=J^ (69) 
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ip{x) trebuie sa fie zero in afara intervalului [0, a], §i continua in x = 0, cit 
§i in x = a. 

Acum, pentru < x < a: 

V'(x) = Ae''''' + A'e-'^'' (70) 
Pentru ca V'(O) = 0, se poate deduce ca A' = —A, ceea ce ne conduce la: 

ipix) = 2iAsm{kx) (71) 

In plus ilj{a) = 0, astfel ca : 

k = ^ (72) 

unde n este un intreg pozitiv arbitrar. Daca normalizam func^ia (71), ^inind 
cont de (72), atunci ob^inem func^iile de unda sta^ionare: 

Wn{x) = ^ -sm[——) (73) 

cu energiile: 

Cuantizarea nivelelor dc energie este prin urmare extrcm de simpla in acest 
caz: energiile sta^ionare sunt propor^ionale cu patratele numerelor naturale. 

2P. Probleme 

Problema 2.1: Poten^ialul Delta atractiv 

Sa presupunem ca avem un potential de forma: 

V{x) = -Vb(5(x); Vb > 0; xe^. 

Punc^ia de unda ip{x) corespunzatoare se presupune continua . 

a) Sa se ob^ina starile legate {E < 0), daca exista , localizate in acest 
tip de potential. 

b) Sa se calculeze dispersia unei unde plane care 'cade' pe acest potential 
§i sa se ob^ina coeficientul de reflexie 

-K — — —\x=0 



inc I ^ 
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unde ^refl, i^inc sunt unda reflectata §i respectiv cea incidenta . 
Sugestie: Pentru a evalua comportamentul lui ip{x) in x=0, se recomanda 
integrarea ecua^iei Schrodinger in intervalul (—£,+£), dupa care se aplica 
limita e ^ 0. 

Solu^ie. a) Ecuatia Schrodinger este: 

^ + |?(^ + H5(xMx)=0 (75) 
Departe de origine avem o ecua^ie diferen^iala de forma 



, 2mE 



Hx) = -^Hx). (76) 



Func^iile de unda sunt prin urmare de forma 

■ip{x) = Ae^'^'' + Se'^^ pentru x > sau a; < 0, (77) 

cu g = ^J—2rnE/h^ G 3fi. Cum trebuie sa fie integrabila , nu putem 

accepta o parte care sa creasca exponential. In plus func^ia de unda trebuie 
sa fie continua in origine. Cu aceste condi^ii, 

i/jix) = Ae«^; {x<(}), 

ij{x) = Ae-«^; (x>0). (78) 
Integrind ecuatia Schrodinger intre —e §i +e, ob^inem 

- ^Wi^) - V''(-£)] - VbV'(O) = E J^'i;{x)dx ^ 2eEi;{0) (79) 
Introducind acum resultatul (78) §i ^inind cont de limita £ — > 0, avem 

-—i-qA-qA)-VoA = (80) 

sau E = —m{VQ/2h'^) [— in unita^i ^]. In mod clar exista o singura en- 
ergie discreta . Constanta de normalizare se gase§te ca este A = ^JmVo/T?. 
Func^ia de unda a starii legate se ob^ine ■^o = ^e^°l^l/^, cu Vq in unita^i 
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b) Func^ia de unda pentru o unda plana este dupa cum se §tie 

^{x) = Ae''=^ e = ^. (81) 

h 

Se misca de la stinga la dreapta §i se reflecta in potential. Daca B sau C 
este amplitudinea undei reflectate sau transmise, respectiv, avem 

V'(x) = Ce^*^^; (x>0). (82) 

Condi^iile de continuitate §i rela^ia t/j'{^) ~ '0'(~^) = ~/V'(0) cu / = 
2m Vb/^^ produc 

A + B = C B -- ^ " 



f + 2ik 



2ik 

ik{C-A + B) = -fC c = j^A. (83) 

Coeficientul de reflexie cerut este prin urmare 

r._\Aefl\' _\B\' _ m^Vp' .... 

Daca poten^ialul este extrem de puternic (Vq oo) se vede ca 1, adica 
unda este reflectata in totalitate. 

Coeficientul de transmisie, pe de alta parte, este 

IV'mcP '"=° " W ~ + h'k^ ■ ^^^^ 

Daca poten^ialul este foarte puternic (Vq oo) atunci T — >^ 0, adica , unda 

transmisa cade rapid dc ccalalta parte a poten^ialului. 
Evident, R + T = 1 cum era de a§teptat. 
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Problema 2.2: Particula intr-o groapa de potential finita ID 

Sa se rezolve ecua^ia Schrodinger unidimensionala pentru o groapa de potential 
finita descrisa prin condi^iile 



V{x) 



—Vq daca |x| < a 
daca Ixl > a . 



Sa se considere numai starile legate < 0). 



+a 



E 



Fig. 2.5 



Soluble. 

a) Func^ia de unda pentru \x\ < a §i |x| > a. 
Ecua^ia Schrodinger corespunzatoare este 



tp (x) + V{x)il){x) = Etpix) 

2m 



Definim 



2mE 



2m{E + Vq) 



(86) 
(87) 
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§i ob^inem: 

1) pcntru X < -a : ipi{x) - q^ipi = 0, Vi = ^le^^ + Bie"'*"'; 

2) pcntru — a < x < a : ■(/;2 (^) + ^^"02 = 0, V2 = ^2 cos{kx) + B2 s\n(kx)\ 

3) pentru x > a : VsV) - 9^3 = 0, ^3 = B^e'''' + Sge-^"^. 

b) FormTilarea conditiilor de frontiera . 

Normalizarea starilor legate eere ca solu^ia sa fie zero la infinit. Aceasta 
inseamna ca -Bi = = 0. In plus, ^{x) trebuie sa fie continuu diferen^iabila 
. Toate solu^iile particulare sunt fixate in a§a fel incit if) precum §i prima sa 
derivata -0' sunt continue in acea valoarc a lui x corcspunzind frontierei intre 
zona interioara si cea exterioara . A doua derivata ij)" confine saltul (dis- 
continuitatea) impus de catre poten^ialul particular de tip 'cutie' al acestei 
ecua^ii Schrodinger. Toate acestea ne conduc la 

V'i(-a) = V2(-a), ^2(0) = V'slo), 

i^'A-a) = V'2(-«), V2(«) = V'aW- (88) 

c) Ecua^iile de valori proprii. 

Din (88) ob^inem patru ecua^ii lineare §i omogene pentru coeficien^ii Ai , 
A2, B2 §i S3: 

Aie~'^°- = A2COs{ka) - B2sm{ka), 
qAie"'^"' = A2ksm{ka) + B2kcos{ka), 
B^e~'^°' = A2 cos{ka) + B2 sin(A;a), 
-gS3e~«" = -^2A;sin(A;a) +S2A;cos(A;a). (89) 

Adunind §i scazind ob^inem un sistem de ecua^ii mai u§or de rezolvat: 

(^1 + ^3)6-'?" = 2A2Cos(A;a) 

9(^1 + 53)6"''" = 2A2ksiVL{ka) 

{Al - ^3)6^''" = -2^2 sin(A;a) 

q{Ai - B^)e-'i'' = 2B2kcos{ka). (90) 

Daca se presupune ca Ai + B^ ^ §i A2 7^ 0, primele doua ecua^ii dau 

q = ktaxi{ka). (91) 

care pus in ultimele doua da 

Al = S3; B2 = 0. (92) 
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De aid, ca rezultat, ob^inem o soluble simetrica , iIj{x) = ^{—x), sau de 
paritate pozitiva . 

Un calcul practic identic ne duce pentru — B3 7^ §i pentru S2 7^ 

la 

q = -kcot{ka) y = -^3; ^2 = 0. (93) 

Functia de unda astfel ob^inuta este antisimetrica , corespunzind unei parita^i 
negative. 

d) Solu^ie calitativa a problemei de valor i proprii. 

Ecua^ia care leaga q §i k, pe care am ob^inut-o deja, da condi^ii pentru 
autovalorile de energie. Folosind forma scurta 



C = ka, 7/ = qa, 



ob^inem din defini^ia (87) 



^9 9 2mVna^ 



r . 



(94) 



(95) 



Pe de alta parte, folosind (91) §i (93) ob^inem ecua^iile 

?7 = ^tan(0, r? = -^cot(0. 

Astfel autovalorile de energie cautate pot fi ob^inute construind intersec^ia 
acestor doua curbe cu cercul definit de (95), in planul ^-rj (vezi figura 2.6). 



11 = 5 tan 4 





Fig. 2.6 



Cel pu^in o soluble exista pentru valori arbitrare ale parametrului Vq, in 
cazul parita^ii pozitive, pentru ca functia tangenta intersecteaza originea. 
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Pentru paritatea negativa , raza cercului trebuie sa fie mai mare decit o 
anumita valoare minima astfel ca cele doua curbe sa se poata intersecta. 
Poten^ialul trebuie sa aiba o anumita adincime rela^ionata cu o scala spa^iala 
data a si o scala de masa data m, pentru a pcrmite o solutie de paritatc 
negativa . Numarul de nivele de energie cre§te cu Vq, a §i masa m. Pentru 
cazul in care mVa^ — oo, intersec^iile se afia din 



tan(A;a) 
- cot(A;a) 



oo 
oo 



2n- 1 
ka = — - — TT, 

ka = mr, 



unde n = 1, 2, 3, 
sau combinind: 



k{2a) = mr. 

Pentru spectrul de energie acest lucru inseamna ca 



En 



(96) 



(97) 



(98) 



Largind groapa de potential §i/sau masa particulei m, diferen^a intre doua 
autovalori de energie vecine va descre§te. Nivelul eel mai de jos (n = 1) 
nu este localizat in — Vq, ci un pic mai sus. Aceasta diferen^a se nume§te 
energia de punct zero. 

e) Formele func^iilor de unda se arata in figura 2.7 pentru solu^iile dis- 
cutate . 





Fig . 2.7: Forme ale f unctillor de unda 
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Problema 2.3: Particula in groapa rectangulara ID infinita 

Sa se rezolve ecuatia Schrodinger unidimensionala pentru o particula care 
se afla intr-o groapa de potential infinita descrisa de: 



V{x) = 



pentru x' < X < x' + 2a 

oo pentru x' > x o x> x' + 2a. 



Solu^ia in forma generala este 

■il){x) = As\n{kx) + Bcos{kx) (99) 

unde 



k = \l^. (100) 



l2mE 

Cum trebuie sa indeplineasca iIj{x') = i{j{x' + 2a) = 0, se ob^ine: 



A sm{kx') + B cos{kx') = (101) 
A sm[k{x' + 2a)] + B cos[k{x' + 2a)] = . (102) 

Multiplicind (101) cu sin[fc(a;' + 2a)] si (102) cu sin(A;a:;') §i in continuare 
scazind ultimul rezultat din primul ob^inem: 

B[ cos{kx') sm[k{x' + 2a)] - cos[A;(x' + 2a)] sin(A;x') ] = . (103) 

sau prin intermediul unei identita^i trigonometrice: 

5sin(2aA;)=0 (104) 

Multiplicind (101) cu cos[A;(x'+2a)] §i scazind (102) multiplicata cu cos(A;a;'), 
se ob^ine: 

A{ sm{kx') cos[k{x' + 2a)] - sm[k{x' + 2a)] cos{kx') ] = , (105) 

sau folosind aceea§i identitate trigonometrica : 

Asm[k{-2ak)] = Asm[k{2ak)] = . (106) 

Cum nu se ^ine cont de solu^ia triviala ip = 0, atunci pe baza ecua^iilor 
(104) §i (106) trebuie ca sin(2aA;) = 0, care are loc numai daca 2aA; = mr, 
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cu n un intreg. Conform celor anterioare k = wn jla §i cum 
atunci rezulta ca autovalorile sunt date de catre expresia: 

E = . 107 

Energia este cuantizata pentru ca numai pentru fiecare kn = wn jla le core- 
spunde o energie = [v? /2m\[Kfi/2a\^ . 
Solu^ia m forma generala : 

.nvrx, „ ,mrx. 
V'„ = Asm(^)+5cos(^). (108) 

se poate normaliza: 

fx'+2a 



1= / il:'il^*dx = a{A^ +3"^) (109) 

Jx' 



ceea ce ne conduce la: 



^ = ±-^1/0-52 . (110) 
Substituind aceasta valoare a lui A in (101) se ob^ine: 

„ 1 . .nirx' , 

Substituind acum aceasta valoare a lui B in (110) se ob^ine: 

, 1 ,mrx\ /,,„x 
^ = ±^cos(-— ) (112) 

Folosind semnclc superioare pentru A §i B, prin substituirea valorilor aces- 
tora in (108) se ob^ine: 

Utilizind semnele inferioare pentru A §i B se ob^ine: 
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3. MOMENT CINETIC §1 SPIN 



Introducere 

Din Mecanica Clasica se §tie ca , momentul cinetic 1 pentru particulele 
macroscopice este dat de 

l = rxp, (1) 

unde r si p sunt respectiv vectorul de pozi^ie §i impulsul lineal. 

Totu§i, in Mecanica Cuantica , exista operatori de tip moment cinetic 
(OTMC) care nu obligatoriu se exprima (numai) prin operatorii de coor- 
donata xj §i impuls pk actionind (mimai) asupra functiilor proprii de coor- 
donate. Prin urmare, este foarte important sa se stabileasca , mai intii de 
toate, rela^ii de comutare generale pentru componentele OTMC. 

In Mecanica Cuantica 1 se reprezinta prin operatorul 

1 = -ihr X V, (2) 

ale carui componente sunt operatori care satisfac urmatoarele reguli de co- 
mutare 

[Ix: ^y] ~ i^zi \!"yi lz\ ~ ^^xi [^z: ^x] ~ ^ly-i (3) 

§i in plus, fiecare dintre ele comuta cu patratul momentului cinetic, adica 

f = ll + ll + ll [liA=^, z = 1,2,3. (4) 

Aceste relatii, in afara de a fi corecte pentru momentul cinetic, se satisfac 
pentru importanta clasa OTMC a operatorilor de spin, care sunt lipsi^i de 
analogi in mecanica clasica . 

Aceste relatii de comutare sunt bazice pentru a ob^ine spectrul operatorilor 
men^iona^i, precum §i reprezentarile lor diferen^iale. 

Momentul cinetic orbital 

Pentru un punct oarecare al unui spa^iu fix (SF), se poate introduce o func^ie 
^'(a;, y, z)^ pentru care, sa consideram doua sisteme carteziene S §i S', unde 
S' se ob^ine prin rota^ia axei 2; a lui S. 

In cazul general un SF se refera la un sistem de coordonate diferite de S §i S'. 
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Acum, sa comparam valorile lui ip in doua puncte ale SF cu acelea§i 
coordonate (x,y,z) in E §i E', ceea ce este echivalent cu rota^ia vectoriala 



i'{x',y',z') = R'il){x,y,z) 
unde R este matricea de rota^ie in 





x' \ 






y' 


H 


V 


> 






X 

y 



atunci 



Rip{x, y, z) = iIj{x cos 4> — y sin x sin (j) + y cos z) 



(5) 



(6) 



(7) 



Pe de alta parte este important de amintit ca func^iile de unda nu depind 
de sistemul de coordonate §i ca trasformarea la rotatii in cadrul SF se face 
cu ajutorul operatorilor unitari §i deci pentru a stabili forma operatorului 
unitar U\(j)) care trece V in V'') se considera o rotable infinitezimala d(/>, 
men^inind numai termenii lineari in d(j) atunci cind se face dezvoltarea in 
serie Taylor a lui in jurul punctului x 

i^ix'^y'^z') PS ip{x + yd(l),xd(j) + y,z), 



tp{x,y,z) +d(piy 



dip dip 



unde am folosit nota^iaQ 



dx 

(1 - id(j)l;,)Tp(x,y,z), 



lz = fi ^{xpy - ypx), 



dy 



(8) 



(9) 



care, dupa cum se va vedea mai tirziu, corespunde operatorului de proiec^ie 
in z al momentului cinetic de acord cu defini^ia din (2) §i adaugind fac- 
torul Ti~^ , astfel ca rota^iile de unghi cp finit se pot reprezenta ca exponen^iale 
de tipul: 

iP{x',y',z)=e''^'^i^{x,y,z), (10) 



unde 



Jlz<P 



ill) 



Pentru a reafirma conceptul de rotable, sa il consideram intr-un tratament 
mai general cu ajutorul operatorului vectorial A care ac^ioneaza asupra lui 
'^Demostra^ia lui (8) se prezinta ca problema 3.1 
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tp, prcsupunind ca Ax, Ay A^ au aceeasi forma in S §i T,' , adica , valorile 
medii ale lui A calculate in S §i S' trebuie sa fie egale cind se vad din SF: 

= J r{r){AJ + Ayj + A/k)rir) dr, (12) 



unde 



I = icos (j) + jsincj), j = i sin cj) + j cos (j), k' = k. (13) 
Prin urmare, daca vom combina (10), (12) §i (13) ob^inem 

e^^^'^i^e"^'^'^ = Axcoscj)- Ay sin ^, 
(^^'^ AyCi-'^-^ = Axsin<t>- Ay COS 

Din nou considerind rotatii infinitczimalc si dezvoltind partile din stinga 
in (14) se pot determina rela^iile de comutare ale lui A^-, Ay §i A^ cu Iz 

\lz,Ax\ = iAy, [l^jAy] = —iAx, [lz,Az] = 0, (15) 

§i in acela§i mod pentru Ix §i ly 

Condi^iile bazice pentru a ob^ine aceste rela^ii de comutare sunt 
FP se transforma ca in (7) cind S — ^ S'. 

★ Componentele A^, Ay, A^ au aceea§i forma in S §i S'. 

★ Vectorii valorilor medii ale lui A in S §i S' coincid (sunt egale) pentru 
un observator din SF. 

Deasemenea se poate folosi alta reprezentare in care ^^{x, y, z) nu se 
schimba cind S — >^ E' §i operatorii vectoriali se transforma ca orice vectori. 
Pentru a trece la o astfel de representare cind (f) se rote§te in jurul lui z se 
folose§te operatorul U {(p) , adica 

e'^^'f>i;'{x,y,z) = ^{x,y,z), (16) 

§i deci 

^-ih<fXe'^z'P = X (17) 
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Utilizind rela^iile date in (14) ob^inem 

= A:, cos (/) + Ay sin ^ = e-'^-'^'A^e'^'^, 
A'y = - A^ sin (f> + Ay cos (t> = e-'^^'^Aye'^''^, 

= e-'^^'t'A.e'^^'t'. (18) 

Pentru ca transformarile noii reprezentari se fac cu ajutorul operatorilor 
unitari, rela^iile de comutare nu se schimba . 

Observa^ii 

★ Operatorul A"^ este invariant la rota^ii, adica 

-k Rezulta ca 

[k,A^]=0. (20) 

★ Daca operatorul Hamiltonian este de forma 

H=^p' + U{\r\), (21) 

atunci se men^ine invariant la rota^ii produse in oricare axa care trece 
prin originea de coordonate 

[ii,H]=0, (22) 
unde li sunt integrale de mi§care. 

Defini^ie 

Daca Ai sunt componcntcle unui operator vectorial care actioneaza asupra 
unei func^ii de unda dependenta numai de coordonate §i daca exista opera- 
tori li care satisfac urmatoarele rela^ii de comutare: 

atunci, li se numesc componentele operatorului moment cinetic (orbital) §i 
putem sa deducem pe baza lui (20) §i (23) ca 

[ii,i']=0. (24) 
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Prill urmare, cele trei componente operatoriale asociate cu componen- 
tele unui moment cinetic clasic arbitral satisfac rela^ii de comutare de tipul 
(23), (24). Mai mult, se poate arata ca aceste rela^ii conduc la proprietati 
geometrice specifice ale rota^iilor intr-un spatiu cuclidcan tridimensional. 
Aceasta are loc daca adoptam un punct de vedere mai general §i definim un 
operator moment unghiular J (nu mai punem simbolul de operator) ca orice 
set de trei observabile J^, Jy §i Jz care mdeplinesc rela^iile de comutare: 

[Ji, Jj] = iSijkJk- (25) 

In plus, sa introducem operatorul 

J2 = j2 + J2 + J2, (26) 

patratul scalar al momentului unghiular J. Acest operator este hermitic 
pentru ca Jx, Jy §i Jz sunt hermitici §i se arata u§or ca comuta cu cele 
trei componente ale lui J 

[J2, Ji] = 0. (27) 

Deoarece J-^ comuta cu fiecare dintre componente rezulta ca exista un 
sistem complet de FP, respectiv 

J^V'tm = /(7^)'07/i' Ji'^JiJ- = gM'^jn, (28) 

unde, a§a cum se va arata in continuare, FP-urilc dcpind de doi subindici, 
care se vor determina odata cu forma func^iilor 7(7) §i ^(/x). Operatorii Jj §i 
Jk (^ comuta (intre ei), adica , nu au FP in comun. Din motive atit 

fizice cit §i matematice, suntem interesati sa dcterminam func^iile proprii 
comune ale lui §i Jz, adica vom lua i = z in (28). 

In loc de a folosi componentele Jx §i Jy ale momentului unghiular J, este 
mai convenabil sa se introduca urmatoarele combina^ii lineare 

(/_!_ — Jx ~t~ iJy, J— — Jx iJy- (29) 

Accsti opcratori nu sunt hermitici, asa cum sunt operatorii a si ai oscila- 
torului armonic (vezi capitolul 5), sunt numai adjunc^i. Se pot deduce u§or 
urmatoarele proprietati 

[Jz,J±]=±J±, [J+,J-] = 2Jz, (30) 

[J^J+] = [J^J_] = [J^J,]=o. (3i) 
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Jzi.J^i'^^) = {J±Jz + [Jz, J±]}4'^^. = (/i ± 1)(^±V'7m)- (32) 

Prill urmare J±ijj'^-^ sunt FP ale lui corespunzatoare autovalorilor 
)U lb 1, adica func^iile respective sunt identice pina la factorii consta^i (de 
determinat) §i /?^: 

J-lp-yH = /3/iV'7M-l- (33) 

Pe de alta parte 

«^ = (<^+V'7M-1>V'7m) = (V'7M-1'^-V'7m) = /^M' (34) 

astfel ca , luind o faza de tipul e*" (cu a real) pentru func^ia ip-y/j, se poate 
face real §i egal cu P^, ceea ce inseamna 



§i deci 



J+i'j,ij.~i = a/^V'7M> «^-V'7M = a/^V'7,M-i' (35) 
7 = (^7M' [-^^ + 4 + '^^]V'7/^) = 1^-^ + 0, + b, 

b = {lp'yi^,Jy1p'yn) = {Jytpjn,Jytp-yn) >0. (36) 

Constanta de normalizare a oricarei func^ii de unda nu este negativa , 
ceea ce implica 

7 > /^', (37) 

pentru 7 fix, valoarea lui fi are limite atit superioara cit §i inferioara (adica 
ia valori intr-un interval finit). 

Fie A §i A aceste limite (supcrioarasi inferiara de /u) pentru un 7 dat 

J+V7A = 0, J-V'^A = 0. (38) 
Utilizind urmatoarele identita^i operatoriale 

J—J-\- = j"^ — j'^ Jz = — Jz{Jz — 1)) 

J+J_ = J^-J^,+Jz = J^-UJz + l), (39) 

ac^ionind asupra lui i/j^a §i ipjx se ob^ine 

7-A2-A = 0, 
7-A2 + A = 0, 
(A-A + 1)(A + A) = 0. (40) 
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In plus 

A> A^A = -A = J^7 = J(J + 1). (41) 

Pentru un 7 dat (fix) proiec^ia momentului ia 2 J + 1 valori care difera 
printr-o unitate intre J §i — J. De aceea, diferen^a A — A = 2J trebuie sa fie 
un numar intreg §i deci autovalorile lui Jz numerotate prin m sunt intregi 

m = k, A; = 0,±l,±2, ... , (42) 

sau semiintregi 

m = k + ^, A; = 0,±l,±2, ... . (43) 

O stare de 7 = J( J + 1) data indica o degenerare de grad 3 = 2J + 1 fa^a 
de autovalorile m (aceasta pentru ca Jj, Jk comuta cu dar nu comuta 
intre ele). 

Prin "stare de moment unghiular J" se in^elege in majoritatea cazurilor, 
o stare cu 7 = J( J + 1) care are valoarea maxima a momentului proiectat, 
respectiv J. Este comun sa se noteze aceste stari cu V'j>n sau de ket Dirac 

\jm). 

Sa ob^inem acum elementele de matrice ale lui J^, Jy in reprezentarea 
in care §i Jz sunt diagonale. In acest caz, din (35) §i (39) se ob^ine ca 

J{J + 1) - (m - 1)2 - (m - 1) = a^, 

an, = \I{J + m){J -m + l). (44) 
Combinind (44) cu (35) se obtino 

J+i^jm~i = \J{J + m){J -m + l)'ipjm, (45) 
rezulta ca elementul de matrice al lui J+ este 

{jm\J+\jm - 1) = ^ {J + m){J - m + l)dnm, (46) 

§i analog 

{jn\J-\jm) = -^{J + m){J -m + l)6nm-i ■ (47) 
In sfir§it, din defini^iile (29) pentru J+, J_ se ob^ine u§or 

(j"^'|«4|J"^ - 1) = {J + m){J - m + 1) , 

{jm\Jy\jm-l) = ^^{J + m){J -m + 1) . (48) 
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Concluzii par^iale 



a Proprietdfi ale autovalorilor lui J §i Jz 



Daca j{j + l)h^ §i mh sunt autovalori ale lui J §i Jz asociate cu au- 
tovectorii \kjm), atunci j §i m satisfac inegalitatea 



—j<m< j. 



P Propriet&ii ale vectorului J-\kjm) 



Fie \kjm) un eigenvector al lui 
mh 



§i Jz cu autovalorile j{j + 1)^^ §i 



— (i) Daca m = — j atunci J-\kj — j) = 0. 

— (ii) Daca m > —j atunci J_ | kjm) este un vector propriu nenul 
al lui J^ §i Jz cu autovalorile j{j + l)h'^ §i {m — l)h. 

7 Propriet&ii ale vectorului J-\.\kjm) 

Fie \ kjm) un vector (ket) propriu al lui §i cu autovalorile j{j+l)h 
§i m/i 

★ Daca m = j atunci J+\kjm) = 0. 

-k Daca m < j atunci J^\kjm) estc un vector nenul al lui J"^ §i 
cu autovalorile j(j + l)Ti^ §i (m + 

(5 Consecinie ale propriet&iilor anterioare 



Aplica^ii ale momentului cinetic orbital 

Am considerat pina acum proprieta^ile momentului cinetic derivate numai 
pe baza rela^iilor de comutare. Sa ne intoarcem la momentul cinetic 1 al 
unei particule fara rotable intrinseca §i sa vedem cum se aplica teoria din 
sec^iunea anterioara la cazul particular important 



Jz\kjm) 

J+\kjm) 



mh\kjm), 





[k,Pj] = iSijkPk- 



(49) 
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Mai intii, Iz §i Pj au un sistem comun de func^ii proprii. Pe de alta parte, 
Hamiltonianul unei particule libere 




fiind patratul unui operator vectorial are acela§i sistem complet de FP cu 
§i Iz- In plus, aceasta implica ca particula libera se poate gasi intr-o stare 
cu E, I, m bine determinate. 



Valori proprii §i func^ii proprii ale lui 1^ §i 

Este mai convenabil sa se lucreze cu coordonate sferice (sau polare) , pentru 
ca , a§a cum vom vedea, diferi^i operatori de moment cinetic ac^ioneaza 
numai asupra variabilelor unghiulare 6, §i nu §i asupra variabilei r. In 
loc de a caracteriza vectorul r prin componentele carteziene x, y, z sa 
determinam punctul corespunzator M de raza vectoare r prin coordonatele 
sferice tridimensionale 

X = r cos (f)sin9, y = rsincpsinO, z = rcos6, (50) 

cu 

r > 0, < 61 < vr, < (/> < 27r. 

Fie $(r, 9, (p) §i $'(r, 6, (p) func^iile de unda ale unei particule in S §i S' 
in care rota^ia infinitezimala este data prin Sa in jurul lui z 

= ^r,e,<f>) + Sa^, (51) 

sau 

$'(r, e, 4>) = {1 + iL6a)^r, 9, ct>). (52) 

Rezulta ca 

9$ . . d 

^ = il.^, I. = -ig^. (53) 



Pentru o rotable infinitezimala in x 

n .^ ^ r f d<^ 89 



d<^d9 d<^d(j)' 
89 da 89 da, 
{l + ilja)^{r,e,<l)), (54) 
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insa intr-o astfel de rotable 

= z + ySa; z' = z + ySa; x' = x 

§i din (50) se ob^ine 

rcos{6 + d9) = rcos9 + r sin sin (f)Sa, 
r sin (f) sin{9 + dO) = r sin 6 sin (f) + r sin 6 sin (f) — r cos 6da, 

adica 



dO 

sin 6d9 = sin 9 sin cf) 6a ^ — = — sin ( 

da 



§1 



cos 6 sin <j)d9 + sin 9 cos (f) dcf) 



cos of) sin ^- 



da 



■ cos 6 da, 

■ cos 6 — cos 9 sin c 



(i0 
da 



Substituind (57) in (56) duce la 



da 



— cot 9 cos . 



(55) 

(56) 
(57) 

(58) 
(59) 



Cu (56) §i (58) substituite in (51) §i comparind par^ile din dreapta din (51) 
se ob^ine 

f d d \ 

Za; = i ( sin©— + cot0cos(^— 1 . (60) 



In cazul rota^iei in y, rezultatul este similar 

- cos ^— + cot 9 sin (j)— ) . 



Folosind Ix-, ly se pot ob^ine deasemenea l±, P 

\ f d d 
l± = exp ^±^(/)^^±— +zcot^— 

P = U+ + P + 1, 



(61) 



1 Id 
+ 



sin"^ 9 8(1)'^ sin 9 89 



smt 



89 



(62) 



Din (62) se vede ca P este identic pina la o constanta cu partea unghiulara 
a operatorului Laplace la o raza fixa 

1 92 - 



1 8 



8r V 8r 



+ 



1 8 
'^89 



sin( 



89 J sin"^ 9 8(j)'^ 



+ 



(63) 
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Func^ii proprii ale lui Iz 



L^m, = m$ = -i- 



d<t> ' 



= 4=e'"^'^- (64) 

V ZTT 



Condi^ii de hermiticitate ale lui Iz 

rizgd<P=^j^ g%fd^^ +rg{2n)-rgiQ). (65) 

Rezulta ca Iz este hermitic in clasa de func^ii pentru care 

/*5(27r) = fgiO). (66) 

Functiilc proprii ale lui Iz apar^in clasei integrabile >C^(0, 27r) §i 
indeplinesc (66), cum se intimpla pentru orice func^ie care se poate dez- 
volta in $m(^) 

k 

F{^) = X^afce''=^ fc = 0,±l,±2, ... , 
k 

G{<t>) = Y.^ke'^'t A; = ±l/2,±3/2,±5/2 ... , (67) 
cu k numai intregi sau numai semiintregi, dar nu pentru combina^ii de F{(f)) 

Alegerea corecta a lui m se bazeaza in FP comune ale lui Iz §i 
Armonice sferice 

In reprezentarea {r}, func^iile proprii asociate cu autovalorile Z(Z + 1)^^, ale 
lui 1^ §i mh ale lui Iz sunt solu^ii ale ecua^iilor diferen^iale par^iale 

-i_^(r,9,cl)) = mh^ir,e,4>). (68) 

Considerind ca rezultatele generale ob^inute sunt aplicabile la cazul mo- 
mentului cinetic, §tim ca I este un intreg sau semiintreg §i ca pentru I fixa^i 
m poate lua numai valorile 

-1,-1 + 1, ... ,1-1,1. 
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In (68), r nu apare in operatorul diferential, a§a ca se poate considera 
ca un parametru §i se poate tine cont numai de dependenta in 9, (pa lui ip. 
Se folose§e notatia Yira{0,(p) pentru o astfel de func^ie proprie comuna a lui 
1^ §i Iz, corespunzatoare autovalorilor /(/ + l)fi'^,'mh §i se nume§te armonica 
sferica . 

I'YimiO,^) = l{l + l)h^YU0,cl)), 

lzYim{0,<l)) = mhYi^iO,^). (69) 

Pentru a fi cit mai riguro§i, trebuie sa introducem un indice adi^ional cu 
scopul de a distinge intre diferite solutii ale lui (69) , care corespund acelea§i 
perechi de valori Z, m. Intr-adevar, dupa cum se va vedea mai departe, 
aceste ecuatii au o solutie unica (pina la un factor constant) pentru fiecare 
pereche de valori permise ale lui I, m; aceasta pentru ca subindicii /, m 
sunt suficien^i in contextul respectiv. Solutiile Yim{6, (p) au fost gasite prin 
metoda separarii variabilelor in coordonate sferice (vezi capitolul Atomul de 
hidrogen) 

4,Ur,e,4>)= f{r)i;Ue,4>), (70) 

unde /(r) este o func^ie de r, care apare ca o constanta de integrare din 
punctul de vedere al ecuatiilor diferentiale par^iale din (68). Faptul ca /(r) 
este arbitrara arata ca §i 1^ nu formeaza un set complet de observabile^ 
in spatiul al func^iilor de r (sau de r,9,(l)). 

Cu obiectivul de a normaliza ipimir^O, (p), este convenabil sa se normal- 
izeze Yim{0,(j)) §i /(r) in mod separat: 

r del) r sin e\iJimi0,^)\^de = 1, (71) 
Jo Jo 

roo 

/ rV(r)|'rfr = 1. (72) 
Jo 

Valorile perechii /, m 

(a): /, m trebuie sa fie intregi 

Folosind Iz = putem scrie (69) dupa cum urmeaza 

-^Yim{9,(l)) = mnYim{0,<P), (73) 

^Prin defini^ie, operatorul hermitic A este o observabila daca acest sistem ortogonal de 
vector! reprezinta o baza in spatiul configura^iilor de stari. 

^Fiecare stare cuantica a particulei este caracterizata printr-o stare vectoriala 
apar^inind unui spa^iu vectorial abstract Sr- 
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care arata ca 

YUe,<l))=FUe,<l>)e'^t (74) 

Daca permitem ca < < 27r, atunci putem acoperi tot spa^iul pentru 
ca func^ia trebuie sa fie continua in orice zona , astfel ca 

Yi^{e,<P = O)=YU0,<P = 27r), (75) 

ceea ce implica 

e'"^"" = 1. (76) 

A§a cum s-a vazut, m cste un intreg sau semiintreg; in cazul aplica^iei 
la momentul cinetic orbital, m trebuie sa fie un intreg. (e^'"*'^ ar fi — 1 daca 
m ar fi semiintreg). 

(/3): Pentru o valoare data a lui /, toate armonicele sferice Yim corespunzatoare 
se pot ob^ine prin metode algebricc folosind 

l+Yuie,(P) = 0, (77) 

care combinata cu ec. (62) pentru Z+ duce la 

(^■^~lcote'^Fui9) = 0. (78) 

Aceasta ecua^ie poate fi integrata imediat daca notam rela^ia 

d(sm6) , , 

cot QdO = — . 79 
smO 

Solu^ia sa generala este 

Fu = ciismey, (80) 

unde q este o constants de normalizare. 

Rezulta ca pentru orice valoare pozitiva sau zero a lui Z, exista o func^ie 
Yii{9, (f)) care este (cu un factor constant asociat) 

y"(^,(^) = q(sin0)V'^. (81) 

Folosind ac^iunea lui Z_ in mod repetat se poate construi tot setul de 
func^ii Yii_i{9, (f)), . . . , Yiq{6, ^), . . . , Yi_i{9, (f)). In continuare, vedem modul 

in care sc corcspund aceste functii cu perechea de autovalori l{l + l)%,m% 
(undc I cstc un intreg pozitiv arbitrar sau zero §i m este alt intreg astfel ca 
I < m < I ). Pe baza lui (78) ajungem la concluzia ca orice func^ie proprie 
Yim{9, (f)), poate fi ob^inuta in mod neambiguu din Yu. 
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Proprieta^i ale armonicelor sferice 

a Relafii de recurenfd 

Urmind rezultatele generale avem 

l±Yim{0, cj)) = n^l{l + l)-m{m±l)Yi,^±i{9, (82) 

Folosind expresia (62) pentru l± §i faptul ca Yim{0j4i) este produsul intre o 
func^ie dependents, numai de 9 §i e^**^, ob^inem 

e^'^ - ^) = \ll{l + '^)-m{m±l)Yi,^±^{e, <^) (83) 

f3 Ortonormare §i relaiii de completitudine 

Ecua^ia (68) determina numai armoniccle sferice pina la un factor constant. 
Acum vom alege acest factor astfcl ca sa avem ortonormalizarea func^iilor 
Yim{d,(p) (ca func^ii de variabilele unghiulare 9, (p) 

/ d4> sm9d9Yi*^ie,4>)Yimi9,4>) = SinSm'm. (84) 
Jo Jo 

In plus, or ice func^ie continua de ^, (f) pot fi expresate cu ajutorul armon- 
icelor sferice, adica 

CXD I 

f{0,ct>) = Y,Y. ^lrnYlm{e,ct>), (85) 
1=0 m=-l 

unde ^ 

cim = r dcj) r sm9d9Yi*^{9,(P)fi9,(l,). (86) 
JO Jo 

Rezultatele (85), (86) sunt consecinta definirii armonicele sferice ca baza 
ortonormala completa in spa^iul en a func^iilor de 9, 4>. Rela^ia de com- 
pletitudine este 

oo I 
1=0 m=l 

= ^J{9-9')5{^,^). (87) 
sm^ 

'Func^ia' 6{cos9 — cos 9') apare pentru ca integrala peste variabila 9 se 
efectueaza folosind elementul diferen^ial sin^d^ = —d{cos9). 
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Operatorul de paritate V in cazul armonicelor sferice 

Comportamentul lui V in trei dimensiuni cstc dcstul de asemanator celui 
intr-o singura dimensiune, respectiv, cind se aplica unei func^ii ■4>{x, y, z) de 
coordonate carteziene li modifica numai semnul fiecareia dintre coordonate 

Pilj{x,y,z) =ip{-x,-y,-z). (88) 

V are proprieta^ile unui operator hermitic §i in plus este un operator unitar 
precum §i proiector deoarece este un operator identitate 

(V'(r)lPlV'(r)) = (V(r)IV'(-r)) = {^|;{-r)\^|;{r)), 

r^\r) =V{V\r) =V\-r) = \r) (89) 

§i deci 

= 1, (90) 

pentru care valorile proprii sunt P = ±1. FP-urile se numesc pare daca P = 
1 §i impare daca P = —1. In mecanica cuantica nerelativista , operatorul H 
pentru un sistem conservativ este invariant la transformari unitare discrete 

VHV = r~^Hr = H. (91) 

Astfel H comuta cu V §i deci paritatea starii este constanta de mi§care. 
Deasemenea V comuta cu operatorii I §i l± 

[vM = ^, [rM = ^- (92) 

Daca ijj este FP a triplctci "P, Z si Z^, din (92) rezulta ca parita^ile starilor 
care difera numai in Iz coincid. In felul acesta se identifica paritatea unei 
particule de moment unghiular I. 

In coordonate sferice, pentru acest operator vom considera urmatoarea 
substitu^ie 

r^r, e^TT-e (f)^7r + (t>. (93) 

Prin urmare, daca folosim o baza standard in spa^iul functiilor de unda a 
unei particule fara 'rotable proprie', partea radiala a functiilor ipklm{^ din 
baza nu este modificata de catre operatorul paritate. Doar armonicele sferice 
se schimba . Transformarile (93) se traduc trigonometric in: 

Sin(7r-^) ^ Sin^, C0s(7r-^) ^ - COS^ e»m(7r+<^ ^ ^_l^m^im<t> (94^ 
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§i in aceste condi^ii, func^ia Yii{6,(p) se transforma in 

Yu{(l> -e,Tr + ^) = {-l)%{e, (l>) . (95) 

Din (95) rezulta ca paritatea lui Yu este (—1)'. Pe de alta parte, Z_ (ca §i 
Z+ este invariant la transformarile: 

^ 9 9 d cot(7r-^)-.-cot0. 



d{Tr-e) de' d{'!T + ^) d<j) 

(96) 

Cu alte cuvinte l± sunt pari. Prin urmare, deducem ca paritatea oricarei 
armonice sferice este (—1)', adica este invarianta la schimbari azimutale: 



Yi^{(t>-e,TT + (i)) = {-i)%^{e,4>)- (97) 

A§adar, armonicele sferice sunt func^ii de paritate bine definita , indepen- 
denta de m, para daca I este par §i impara daca I este impar. 



Operatorul de spin 

Unele particule, poseda nu numai moment cinctic in raport cu axe cxterioarc 
ci §i un moment propriu, care se cunoa§te ca spin §i pc care il vom nota cu 
S. Acest operator nu este rela^ionat cu rota^ii normale fa^a de axe 'reale' 
in spavin, dar respecta rela^ii de comutare de acela§i tip ca ale momentului 
cinetic orbital, respectiv 

[Si,Sj] = lEijkSk , (98) 
odata cu urmatoarele proprieta^i: 

(1) . Pentru spin, se satisfac toate formulele de la (23) pina la (48) ale 

momentului cinetic. 

(2) . Spectrul proiec^iilor de spin, este o secven^a de numere intregi sau 

semiintregi care difera printr-o unitate. 

(3) . Valorile proprii ale lui S"^ sunt 

S^^s = S{S + l)^s. (99) 



(4). Pentru un S dat, componentele Sz pot sa ia numai 26* + 1 valori, de 
la -S la +S. 
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(5) . FP-urile particulelor cu spin, pe linga dependen^a de f* §i/sau p, de- 

pind de o variabila discreta (proprie spinului) a, care denota proiec^ia 
spinului pe axa z. 

(6) . FP-urile Tp{f, a) ale unei particule cu spin se pot dezvolta in FP-uri cu 

proiec^ii date ale spinului 5^, adica 

^(r,a)= V'a(r)x(^), (100) 

a=-S 

unde tpai'r) este partea orbitala §i x('^) ^ste partea spinoriala . 

(7) . Functiile de spin (spinorii) x('^i) sunt ortogonale pentru orice pereche 

(Tj / a^- Functiile V'(t(^x(o') din suma (100) sunt componentele unei 
FP a unei particule cu spin. 

(8) . Functia tpaif) se nume§te parte orbitala a spinorului, sau mai scurt 

orbital. 

(9) Normalizarea spinorilor se face in felul urmator 

E IIV'.(r1|| = l. (101) 

<T=-5 

Relatiilc dc comutare permit sa se stabileasca forma concrete, a operato- 
rilor (matricelor) de spin care ac^ioneaza in spa^iul FP-urilor operatorului 
proiec^iei spinului. 

Multe particule 'elementare', cum ar fi electronul, neutronul, protonul, 
etc. au spin 1/2 si de aceea proiectia spinului lor ia numai doua valori, 
respectiv Sz = ±1/2 (in unita^i h). Fac parte din clasa fermionilor, datorita 
statisticii pe care o prezinta cind formeaza sisteme de multe corpuri. 

Pe de alta parte, matricele Sx, Sy, Sz in spa^iul FP-urilor lui S"^, Sz 
sunt 




(102) 
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Defini^ia matricelor Pauli 

Matricele 

'y^ = 2Si (103) 

se numesc matricele (lui) Pauli. Sunt matrici liermitice §i au aceea§i ecua^ie 
caracteristica 

- 1 = 0, (104) 
§i prin urmare, autovalorile lui ax, (Jy §i (Jz sunt 

A = ±1. (105) 

Algebra acestor matrici este urmatoarea: 

(^1 = I, (^k<^j = -(^j(^k = i(^z, (^j<^k = i X! '^jkl'^i- + ^jkl ■ (106) 

In cazul in care sistemul cu spin are simetrie sferica 

Mr,+\), Mr,-\), (107) 

sunt solu^ii diferite datorita proiectiilor 5*2 diferite. Valoarea probabilitatii 
uneia sau alteia dintre proiec^ii este determinata de modulul patrat HV'ilP 
sau ||V'2|P in a§a fel ca 

||^i||' + 11^211' = 1. (108) 
Cum FP ale lui Sz are doua componente, atunci 

XI = ( J ) , ^2 = ( ? ) ' (10^) 

astfel ca FP a unei particule de spin 1/2 se poate scrie ca o matrice de o 
columna 

^ = to + V'2X2=(^^J (110) 

In continuare, orbitalii vor fi substitui^i prin numere datorita faptului ca ne 
intereseaza numai partea de spin. 
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Transformarile la rota^ii ale spinorilor 



Fie ip func^ia de unda a unui sistem cu spin in E. Sa determinam proba- 
bilitatca proicc^iei spinului intr-o direc^ie arbitrara in spatiul tridimensional 
(3D) care se poate alege ca axa z' a lui S'. Cum am vazut deja pentru cazul 
momentului cinetic, exista doua metode de abordare §i solu^ionare a acestei 
probleme: 

(a) V se schimba cind S — >■ S' §i operatorul A se transforma ca un 
vector. Trebuie sa gasim FP-urile proiec^iilor S'^ §i sa dezvoltam i/j in 
aceste FP-uri. Patratele modulelor coeficien^ilor dau rezultatul 

S'^ = cos 4> + Sy sin (I) = e^'^'^^e'''^, 
S'y = - sin 4> + Sy cos (j) = e'^^^Syf^^^, 

S', = -S, = e'^'f'S,, (111) 

cu rota^ii infinitezimale §i din rela^iile de comutare pentru spin se poate 
gasi 

i=S„ (112) 
unde I este generatorul infinitezimal. 

(/3) A doua reprezentare este: 

S nu se schimba cind S — >^ S' §i componentele lui tp se schimba . Trans- 
formarea la aceasta reprezentare se face cu o transformare unitara de 
forma 



(113) 




Pe baza lui (111) §i (113) rezulta ca 



V^^-iSz4'Se'^-^V = S, 



§i din (114) se ob^ine 




(115) 
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Folosind forma concreta a lui §i proprieta^ile matricelor Pauli se 
ob^ine forma concreta V^, astfel ca 

m) = ( J, ) . (116) 

Un rezultat al lui Euler 

Se poate ajunge la orice sistem de referin^a S' de orientare arbitrara fa^a 
de S prin numai trei rota^ii, prima de unghi (p in jurul axei z, urmatoarea 
rota^ie de unghi 9 in jurul noii axe de coordonate x' §i ultima de unghi ipa 
in jurul lui z'. Acest rezultat important apar^ine lui Euler. 
Parametrii {ip,9,'^a) se numesc unghiurile (lui) Euler 

yt(<^,^,^„) = v;t(^„)t>t (0)v;t(<^). (117) 

Matricele sunt de forma (116), in timp ce este de forma 
astfel ca 



I sin ^ cos ^ 



le 2 sm I 6 2 cos | / 

Rezulta dcci ca prin rota^ia lui S, componentele func^iei spinoriale se 
transforma dupa cum urmeaza 

, f+ilig 9 , j il>a-V . 9 

ipi = tpie 2 cos-+z'i/'2e 2 sm-, 

,/ . , j V-iPa . 9 , ■ ifi+jia 9 

V'2 = ^V'le 2 sm- + V'2e 2 cos-. (120) 

Din (120) se poate vedea ca unei rota^ii in ii corespunde o transformare 
lineara in E2, spa^iul euclidean bidimensional, rela^ionata cu cele doua com- 
ponentc ale func^iei spinoriale. Rota^ia in nu implica o rotable in E2, 
ceea ce inseamna 

= i^l^) = ^1^1 + ^2^-2. (121) 
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Din (119) se ob^ine ca (121) nu se satisface, totu§i exista o invarian^a in 
transformarile (119) in spa^iul E2 al func^iilor spinoriale, 

{$1^} = ^i$2 - ip2^i- (122) 

Transformarile lineare care men^in invariante astfel de forme bilineare se 
numesc binare. 

O marime fizica cu doua componente pentru care o rota^ie a sistemului 
de coordonate este o transformare binara se nume§te spin de ordinul intii 
sau pe scurt spin. 

Spinorii unui sistem de doi fermioni 

Func^iile proprii ale lui iSz, cu z = 1, 2 au urmatoarea forma 

^1+) = ( i ) ' ^1-) = ( ? ) • ^^^^^ 

Un operator foarte folosit intr-un sistem de doi fermioni este spinul total 

S=iS+2S (124) 

Spinorii lui Sz sunt ket-uri \S,a), care sunt combina^ii lineare ale 
spinorilor jS^ iSz 

Func^iile spinoriale din (125) se considera ortonormalizate. In En ket-ul 
I + +) este de 52 = 1 §i in acela§i timp este func^ie proprie a operatorului 

S =is^ + 2{is){2s)+2S^. (126) 

Dupa cum se poate vedea din 

= \ + +) = ^\++) + 2{iS:c-2S:c+lSy2Sy+iSz-2Sz)\ + +){l27) 

S'^ = I + +) = 2| + +) = 1(1 + 1)1 ++). (128) 
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Daca se introduce operatorul 

5_ =1 s_ +2 (129) 

se ob^ine ca 

[5_,S2]=0. (130) 

Atunci (5-)'^ 1 1,1) se poate scrie m func^ie de FP-urile operatorului S"^, 
respectiv 

5_|1, 1) = 5_| + +) = ^/2| + -) + ^/2| - +). (131) 

Rezulta ca 5*2 = in starea S-lljl). Pe de alta parte, din condi^ia de 
normalizare avem 

= 71(1 + -) + !-+)) (132) 

S_|1,0) = !--) + !--) = a|l,-l). (133) 

Din condi^ia de normalizare 

|1,-1) = |-,-). (134) 

Exista inca o singura combinatic linear independent^ de func^ii de tip 
(125) diferita de |1,1), |1,0) y |1,— 1), respectiv 

V'4 = ;)3(| +-)-!-+)), (135) 

S^i^i = 0, 5^4 ■ (136) 

Prin urmare 

V'4 = |0,0). (137) 

V'4 descrie starea unui sistem de doi fermioni cu spinul total egal zero. Acest 
tip de stare se nume§te singlet. Pe de alta parte, starea a doi fermioni de 
spin total egal unu se poate numi triplet avind un grad de degenerare 5 = 3. 



Moment unghiular total 

Momentul unghiular total este un operator care se introduce ca suma mo- 
mentului unghiular orbital §i de spin, respectiv 

J = i+S, (138) 
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unde I §i S, a§a cum am vazut, ac^ioneaza in spa^ii diferite, dar patratele 
lui Z §i S comuta cu J, adica 

[Ji,Jj]=ieijkJk, [Ji,P]=0, [Ji,S^]=0, (139) 

Din (139) rezulta ca I? §i au un sistem comun de FP-uri cu §i J^. 

Sa determinam spectrul proicctiilor lui pentru un fermion. Starea de 
proiec^ie de maxim se poate scric 

= ^11 (^l^ =\l,l,+) (140) 
i.V = il + l)i^,^j = l + i (141) 
Introducem operatorul j_ definit prin 

J_ = L+S_=L+(^° (142) 
Pe baza normalizarii a = y/{J + M){J — M + 1) se ob^ine 



(143) 



astfel ca valoarea proiec^iei lui j_ in j^i/j va fi 

i, = (Z-l) + i = /-i . (144) 

Rezulta ca j_ mic§oreaza cu o unitate ac^iunea lui J^. 
In cazul general avem 

fL = it + kVr^S- . (145) 

Se observa ca (145) sc obtinc din dezvoltarca binomiala considerind in plus 
ca §i toate puterile superioare ale lui s sunt zero. 

t\hl,+) = t\l,l,+) + kt-%l,-). (146) 

§tim ca 



-\WLl-k 
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§i folosind-o se ob^ine 

t IM, +) = /IHk, l-k,+) + .J^^kll, l-k + l,-). (147) 
Notam acum m = I — k 

i-'"IM,+> = ^|^^^\l,m,+) + ^[^^^il-m)\l,m+l,-). (148) 

Valorilc proprii ale proiectiei momentului unghiular total sunt date de secven^a 
de numere care difcra printr-o unitate de la j = / + ^ pina la j = I — ^■ 
Toate aceste stari apar^in acelea§i func^ii proprii a lui J ca §i |i, / , +) pentru 
ca [J-,J2] =0 

J^\l,l,+) = iP + 2lS + S^)\l,l,+), 

= [l{l + l) + 2q + l]\l,l,+) (149) 

undei(j + l) = (Z + i)(Z + |). 

In partea dreapta a lui (149) o contribu^ie diferita de zero da numai 
j = IzSz- Atunci FP-urile ob^inute corespund perechii j = / + ruj = m + ^ 
§i sunt de forma 

Numarul total de stari linear independente este 

iV = (2Z + l)(2s + l) = 4/ + 2, (151) 

din care in (150) s-au construit (2j+l)=21+3. Restul de 21 — 1 func^ii proprii 
se pot ob^ine din condi^ia de ortonormalizare: 

|Z - i, m - i) = m, +) - m + 1,-). (152) 

Daca doua subsisteme sunt in intcrac^iune in a§a fel incit fiecare moment 
unghiular ji se conserva , atunci FP-urile operatorului moment unghiular 
total 

J = h+J2, (153) 

se pot ob^ine printr-o procedura asemanatoare celei anterioare. Pentru valori 
proprii fixe ale lui ji §i j2 exista {2ji + 1)(2_72 + 1) FP-uri ortonormalizate 
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ale proiec^iei momentului unghiular total Jz , iar cea care corespunde valorii 
maxime a proiec^iei Jz, adica Mj = ji + j2, se poate construi in mod unic 
§i prin urmare J = ji + j2 este valoarea maxima a momentului unghiular 
total al sistemului. Aplicind operatorul J = Ji + J2 in mod repetat func^iei 

|jl + J2,jl + J2,jl + J2) = |il,Jl) ■ b'2,j2), (154) 

se pot ob^ine toate cele 2{ji + J2) + 1 FP ale lui J = ji + j2 cu diferi^i M: 

-ijl+j2)<M<{ji+j2). 

De exemplu, FP pentru M = ji + j2 — 1 este: 



Iil+J2, jl+i2-l,il, j2) = \ -^7— |jl, jl-l, j2,i2) + W . '''^ . \jl,jl,j2,j2-l)- 

. ^^^^^ 

Aplicind in continuare de mai multe ori operatorul J_ se pot ob^ine cele 
2(ji + J2 — 1) — 1 func^ii ale lui J = Ji + ^'2 — 1- 
Se poate demonstra ca 

lii -j2\< J < ji +j2 

astfel ca 

max J 

J2 (2^ + 1) = (2^1 + 1)(2J2 + 1) (156) 

min J 

§i deci 

\J,M,ji,j2)= Uimij2m2\JM)\ji,mi,j2,m2) , (157) 

mi+m2=M 

unde coeficien^ii {jimij2m2\JM) determina contribu^ia diferitelor func^ii 
liii '^'T'l) J2, '712) in functiilc proprii ale lui J^, Jz de valori proprii J( J + 1), 
M §i sunt numi^i coeficien^ii Clebsch-Gordan. 

Referin^e: 

1. H.A. Buclidahl, "Remark concerning the eigenvalues of orbital angular 

momentum" , 

Am. J. Phys. 30, 829-831 (1962) 



71 



3N. Nota: 1. Operatorul corespunzator vectorului Runge-Lenz din prob- 
lema Kepler clasica se scrie 

{I xp)-{px i) . 

unde s-au folosit unita^i atomice si s-a considerat Z = I (atomul de hidro- 
gen). Acest operator comuta cu Hamiltonianul atomului de hidrogen H = 

^ — ^ , adica este integrala de mi§care cuantica . Componentele sale au comu- 
tatori de tipul [Ai, Aj] = —2i€ijklk-H, iar comutatorii componentelor Runge- 
Lenz cu componentele momentului cinctic sunt de tipul = icijkAk, 
adica respecta condi^iile (23). De demonstrat toate aceste rela^ii poate fi un 
exerci^iu util. 




3P. Probleme 

Problema 3.1 

Sa se arate ca orice operator de translatie, pentru care 'tp{y + a) = Tai/jiy), se 
poate scrie ca un operator exponential §i sa se aplice acest rezultat pentru 
y = r §i pentru rota^ia finita a in jurul axei z. 
Solu^ie 

Demonstra^ia se obtine dezvoltind 't/j{y + a)) in serie Taylor in vecinatatea 
infinitezimala a punctului x, adica in puteri ale lui a 

n=0 



Observam ca 

n=0 

§i deci Ta = e"^ in cazul ID. In 3D, y = r §i a a. Rezultatul este 
Ts = e-^. 

Pentru rota^ia finita a in jurul lui z avem y = (f) §i a = a. Rezulta 

T^ = Ra = e"^ . 

O alta forma exponen^iala a rota^iei in z este cea in func^ie de operatorul 
moment cinetic a§a cum s-a comentat in acest capitol. Fie x' = x + dx, §i 
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considerind numai primul ordin al seriei Taylor 



d 



tlj{x',y',z') = t/j{x,y,z) + {x' - x)—'tlj{x',y',z 



d 



+{y' -y)-^^{x',y',z') 



+{z'-z)-^i,{x',y',z') 



Tinind cont de faptul ca 
d 



dx\ 



d 



dxi 

y + xd(j), 



X = X — yd(j), y = y + xdcp, z 
se poate reduce seria din trei dimensiuni la numai doua 



ip{r') = "0(0 + {x — yd(f) — x 



dip{f) 
dx 



+ {y + xdcf) - y) 



dip(f) 
dy' 



^ dil){r) d'4){r) 
ipir) - yd(j) + xdcpx , 

/ 9 d \] 



Continuind 



Cum iJ-z = (x-^ — y-^^ rezulta ca = 

in ordinul doi se poate arata ca se obtine ^ {ilzd^)^ §i a§a mai departe. Prin 
urmare, R poate fi scris ca exponen^iala 

R = e''^'^'^. 

Problema 3.2 

Sa se arate ca pe baza expresiilor date in (14) se poate ajunge la (15). 



Solutie 

Sa consideram numai termenii lineari in dezvoltarea in serie Taylor (rota^ii 
infinitezimale) 

^iU^ = 1 + ildcP + ^{ihdcpf + ... , 
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§i deci 

(1 + ilzd(j))Ax{l — ilzd(j)) = Ax — A^dcf), 

{Ax + ilzd(j)Ax){l-ilzd(j)) = A^ - Axd(j), 

Ax — Axilzd4> + ilzd4>Ax + IzdcpAxlzdcp = Ax — Axdcp, 

i{lzAx — Axlz)d(f) = —Ayd(f). 

Ajungem u§or la concluzia ca 

[f'zi Ax] = iAy . 
Deasemenea, [/z, Ay] = iAx se ob^ine din: 

(1 + ilzd(f))Ay{l — ilzdcj)) = Axd(f) — Ay, 

{Ay + ilzd(f)Ay){l — ilzdcf)) = Axd(f) — Ay, 
Ay — Ayilzdcf) + ilzd(f)Ay + lzd(f)Ay lzd(l) = Axd(f) — Ay , 

i(lzAy — Aylz)d(j) = —Axdcj). 

Problema 3.3 

Sa se determine operatorul pe baza Hamiltonianului unui electron cu 
spin aflat intr-un cimp magnetic de induc^ie B. 

Solu^ie 

Hamiltonianul in acest caz este H{'p,r,a) = H{p,r) + ct • B, unde ultimul 
termen este Hamiltonianul Zeeman pt. electron. Cum ax comuta cu im- 
pulsurile §i coordonatele, aplicarea ecua^iei de mi§care Heisenberg conduce 
la: 

= -^[H, ax] = ~f^'j^^^^y^y + ^zBz)Ox - CTxioyBy + azBz)) 
Folosind [<Ta;,(7y] = iaz, rezulta : 
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4. METODA WKB 

Pentru a studia poten^iale mai realiste decit cele de bariere §i gropi rect- 
angulare, este necesar de multe ori sa se foloseasca metode care sa permita 
rezolvarea ecua^iei Schrodinger pentru clase generale de poten^iale §i care sa 
fie o buna aproximare a solu^iilor exacte. 

Scopul diferitelor metode de aproximare este sa ofere solu^ii suficient de 
bune si simple, care sa permita in acest fel in^elegerea comportamentului 
sistemului in forma cuasianalitica . 

In cadrul mecanicii cuantice, una dintre cele mai vechi §i eficiente metode 
a fost dezvoltata in mod aproape simultan de catre G. Wentzel, H. A. 
Kramers §i L. Brillouin in 1926, de la al caror mime deriva acronimul WKB 
sub care este cunoscuta aceasta metoda (corect este J WKB, vezi nota 4N). 

Este important de men^ionat ca metoda WKB se aplica mai ales ecua^iilor 
Schrodinger ID §i exista dificulta^i serioase in generalizaxile la dimensiuni 
supcrioarc. 

Pentru a rezolva ecua^ia Schrodinger 



presupunem ca poten^ialul are forma: 

u{y) = ' 

si facem schimbul de variabila : 



Din ecua^ia (5) ob^inem: 



/(-) 

E 

v = — 
y 

X = — . 
a 

d dy d d 
dx dx dy dy 



(1) 
(2) 

(3) 

(4) 
(5) 

(6) 



d^ d / d \ / d \/ d \ 2 
dx"^ dx^ dy' ^ dx'^ dx' dy"^ 
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§i ec. Schrodinger se scrie: 



(8) 



Multiplicind cu —1/^^ §i definind r{x) = rj — f{x), este posibil sa o scriem 
in forma: 



^ + ^r(x)^ = . 
Pentru a rezolva (9) se propune urmatoarea soluble: 



ip{x) = exp 



l{x)dx 



(9) 



(10) 



A§adar: 



dx'^ dx\x 



dx^ eu 

Factorizind avem: 



d'^tp _ d_((hp_^ _ d_{i_ 
i 



q{x) exp 



{x)dx 



-< -q {x)exp 



+ 



dqjx) 
dx 



exp 



{x)dx 



dx"^ 



In,, i dqix) 



(11) 



Neglijind pe moment dependen^a in x, ecua^ia Schrodinger se poate scrie : 



1 9 i dq 1 
— a H ^ H r 



^ = 



§i cum in general ^ 7^ 0, avem: 



ax 



(12) 



(13) 



care este o ecua^ie diferen^iala lineara de tip Riccati, a carei solu^ii se cauta 
in forma unei serii de puteri ale lui ^ cu presupunerea ca ^ este foarte mic. 
Mai exact seria se propune de forma: 



q{x) = Y,{-iir<ln{x). 



(14) 



n=0 
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Substituind-o in Riccati ob^inem: 



OO 1 oo oo 

^(_.^)n^ + r{x) - Y^{-^irq^Y.i-^^r^^ = « " 



n dx „ 

n=0 /i=0 

Printr-o rearanjare a termenilor ob^inem: 



i/=0 



n=0 



Y^i-iriicr^^^ + r{x) - y: Ei-'cr^''^,Q^ = o 

fj,=0 u=0 



(15) 



(16) 



Seriile duble au urmatoarea proprietate: 

oo oo oo n 

^/"i^ = X/ X/ ^i'n,n~m , 
ju=0 i/=0 n=0 m=0 

unde: ji = n — m ,v = m . 
In acest fel: 

oo r oo n 

$:(-l)"(iO"+'^ + r(x) -EE (-^0"""^+"^9mgn-.n = . (17) 

n=0 n=0 m=0 

Sa vedem explicit ci^iva termeni in fiecare din seriile din ecua^ia (17): 



cZx dx dx 



(18) 



n=0 



E E (-^0"5mgn-m = ^0 " ^2^50^1 + • ■ ■ (19) 
n=0 m=0 

Pentru ca ambele serii sa con^ina pe in primul termen trebuie sa le scriem: 

oo 7 oo fi 



n=l 

ceea ce ne conduce la: 

oo 



n=l m=0 



E 

n=l 



-HO"%i-EHO>mgn-. 



m=0 



r(x) - 



Pentru ca aceasta ecua^ie sa se satisfaca avem conditiile: 



= . (20) 



(21) 
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- E {-iiTQmqn-m = 



m=0 
n 



dx 

^ -^-^ = - E ^rnQn-m n>l. (22) 

m=0 

Aceasta ultima este o rela^ie de recuren^a care apare in metoda WKB. Este 
momentul sa amintim ca am definit r(x) = ri—f{x), V = ^ ^ fi^) = ^ 
§i cu ajutorul ec. (21) ob^inem: 



care ne indica natura clasica a impulsului WKB a particulei de energie E in 
poten^ialul u §i in unita^i yJ2muQ. Astfel: 

go = p{x) = ^Jt]- f{x) 
nu este un operator. Daca aproximam pina la ordinul doi, ob^inem: 

q{x) = qo- i^qi - ^^q2 
§i folosind rela^ia de recuren^a WKB (22) calculam qi §i q2: 

— = -2qoqi qi = --^ = -^^^^^^ ^0 

dx 2 go 2 dx 

9i = -^^(ln|M^)|) (24) 

Din ecua^ia (24), ne dam seama ca marimea qi este panta cu semnul 
schimbat a lui ln|go|; cind qo este foarte mic, gi <C ^ — ^ si 
prin urmare seria diverge. Pentru a evita acest lucru se impune urmatoarea 
conditie WKB: 

kol » I -Cqi\ = Ckil • 

Este important de observat ca aceasta condi^ie WKB nu se satisface 
pentru acele puncte x^ unde: 

qo{xk) =p{xk) = . 
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Dar qo = p = \f^^^^ §i deci ecua^ia precedenta ne conduce la: 

E = u{xk) . (26) 

In mecanica clasica punctele Xk care satisfac (26) se numesc puncte 
de intoarcere pentru ca in ele are loc schimbarea sensului de mi§care a 

particulei macroscopice. 

In baza acestor argumente, putem sa spuncm dcspre qq ca este o solutic 
clasica a problemei examinate §i ca marimile qi & q2 sunt respectiv prima 
§i a doua corec^ie cuantica in problema WKB. 

Pentru a ob^ine functiile de unda vom considcra numai solu^ia clasica §i 
prima corec^ie cuantica a problemei pe care le substituim in forma WKB a 
lui tp: 



ip = exp 



a a 



q{x)dx 



exp 



^ V = exp ^ 
Pentru al doilea factor avem: 



qodx I • exp / qidx 



exp 



J qidx\=exp --J —{ln\p{x)\)da 



exp 



1 



(ln|p(x)|) 



A 



cu A o Constanta , in timp ce pentru primul factor se ob^ine: 



exp I - J qodx 



exp 



zb - / p{x)dx 

S Ja 



Astfel putem scrie ip in urmatoarea forma : 

1 



4^ 



± 



: exp 



± - / p{x)dx 



(27) 



care sunt cunoscute ca solu^ii WKB ale ecua^iei Schrodinger unidi- 
mensionale. Solu^ia generala WKB in regiunea in care condi^ia WKB se 
satisface se scrie: 

t/j = a+V;+ + a-ilj~ . (28) 
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A§a cum deja s-a men^ionat, nu exista soluble WKB in punctele de intoarcere, 
ceea ce ridica problema modului in care se face trecerea de Isl i/j{x < x^) la 
ip{x > Xk). Rezolvarea acestei dificulta^i se face prin introducerea formulelor 
de conexiune WKB. 

Formulele de Conexiune 

Deja s-a vazut ca solu^iile WKB sunt singulare in punctele de intoarcere 
clasica ; totu§i accstc solu^ii sunt corecte la stinga §i la dreapta acestor 
puncte Xk- Ne intrebam deci cum schimbam ip{x < x^) in iIj{x > X]^) in 
aceste puncte. Raspunsul este dat de a§a numitele for mule de conexiune. 

Din teoria ecua^iilor diferen^iale ordinare §i pe baza analizei de func^ii 
de variabila complexa se poate demonstra ca formulele de conexiune exista 
§i ca sunt urmatoarele: 




unde tpi{x) are numai comportament atenuant exponential pentru x < x^. 
Prima formula de conexiune arata ca func^ia il^{x), care la stinga punctu- 
lui de intoarcere se comporta atenuant exponential, trece in dreapta acclui 
punct intr-o cosinusoida de faza ^ = ^ §i de amplitudine dubla fa^a de 
amplitudinea exponen^ialei. 

In cazul unei func^ii -(/^(x) mai generale, respectiv o func^ie care sa aiba 
un comportament exponential crescator §i atenuant, formula de conexiune 
corespunzatoare este: 




cu condi^ia ca 4> sa nu ia o valoarc prea apropiata dc — ^. Motivul este ca 
daca (f) = — J, func^ia sinus se anuleaza . Aceasta a doua formula de conex- 
iune significa ca o func^ie care se comporta ca o cosinusoida la dreapta unui 
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punct de intoarcere trece in partea sa stinga ca o exponen^iala crescatoare 
cu amplitudinea modulata de catre o sinusoida . 

Pentru a studia detaliile procedurii de ob^inere a formiilclor dc concxiime 
se poatc consulta expunerea din cartea Mathematical Methods of Physics de 
J. Mathews & R.L. Walker. 



Estimarea erorii introduse de aproxima^ia WKB 

Am gasit solu^ia ecua^iei Schrodinger in orice regiune unde se satis- 
face condi^ia WKB. Totu§i, solu^iile WKB diverg in punctele de intoarcere 
a§a cum am semnalat. Vom analiza, de§i superficial, aceasta problematica 
cu scopul de a propune formulele de conexiune intr-o vecinatate redusa a 
punctclor de intoarcere. 

Sa presupunem ca x = este un punct de intoarcere, unde avem: 
Qoi^k) = Pi^k) = =^ = u^Xk). La stinga lui x^, adica in semidreapta 
X < Xk, vom presupune csl E < u{x), astfel ca in aceasta regiune solu^ia 
WKB este: 



^jJ{x) 



u{x)-E 



y exp 

4 



lu{x) - E 



Uq 



dx 



+ 



+ 



u{x)-E 

UQ 



1 /"^fc u(x) - E , 
-y-exp I - / \l dx 



Uq 



(31) 



In acela§i mod, la dreapta lui x^ ( in semidreapta x > x^ ) presupunem 
E > u{x). In consecin^a solu^ia WKB in aceasta zona este: 



tl^ix) 



E-u(x) 
uo 



- exp - 




E — u{x) 

UQ 



dx 



+ 



+ 



E-u{x) 



exp 




(32) 



Daca ip{x) este o functic reala , va avea aceasta proprietate atit la dreapta 
cit §i la stinga lui Xk- Vom numi acest fapt "condijia de realitate", care 
inseamna ca daca a, 6 G atunci c = d*. 
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Problema noastra este de a conecta aproxima^iile din cele doua laturi ale 
lui Xk pentru ca ele sa se refere la aceea§i soluble. Aceasta inseamna a gasi 
c §i d daca se cunosc a §i b, precum §i viceversa. Pentru a efectua aceasta 
conexiune, trebuie sa utilizam o solutic aproximata , care sa fie corecta de-a 
lungul unui drum care leaga regiunile din cele doua laturi ale lui x^, unde 
solu^iile WKB sa fie deasemenea corecte. 

Cel mai comun este sa se recurga la o metoda propusa de catre Zwann 
§i Kemhle care consta in a icsi de pe axa reala in vecinatatea lui x^, pe 
un contur in jurul lui Xk in planul complex. Pe acest contur se considera 
ca solu^iile WKB continua sa fie corecte. In aceasta prezentare vom folosi 
aceasta metoda , dar numai cu scopul de a ob^ine un mijloc de a estima 
erorile in aproximatia WKB. 

Estimarea erorilor este intotdeauna importanta pentru solu^iile aproxi- 
mate prin diferite metode §i in plus in cazul WKB aproximatia se face pe 
intervale mari ale axei reale, ceea ce poate duce la acumularea erorilor §i la 
eventualc artcfacte datorate §ifturilor de faza astfel introduse. 

Sa definim funciiile WKB asociate in felul urmator: 




(33) 



pe care le consideram ca functii de variabila complexa . Vom folosi taieturi 
pentru a evita discontinuita^ile din zerourile lui r{x) = Aceste 
functii satisfac o ecua^ie diferen^iala care se poate ob^ine diferen^iindu-le in 
raport cu x, conducind la: 



WL 



Ir' 



± 



r 1 r" 



5 / r' 
16 V r 



4 r 

/X 2 



W± 

W± = Q 



Sa notam: 



s{x) 



Ir" 5 

4~ ~ 16 

atunci W± sunt solu^ii exacte ale ecua^iei: 

1 



^r{x) + s{x) 



W± = 0, 



(34) 
(35) 

(36) 
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dar satisfac numai aproximativ ecua^ia Schrodinger, care este regulara in 
X = Xk in timp ce ecua^ia pentru func^iile WKB asociate este singulara in 
acel punct. 

Vom defini func^iile a±{x) care sa satisfaca urmatoarele doua rela^ii: 

i^ix) = a+{x)W+{x) + a-{x)W^{x) (37) 

ijj'ix) = a+{x)W[{x) + a-{x)WL{x) , (38) 

unde V'(a^) este soluble a ecua^iei Schrodinger. Rezolvind ecua^iile anterioare 
pentru a± avem: 

TpW'_ - Tp'W- 



OL- 



+ 



W+WL - WLW- 



unde numaratorul este exact Wronskianul lui VF+ §i W-. Nu este dificil 
de demonstrat ca acesta ia valoarea — |z, astfel ca a± se simplifica la forma: 



a 



a+ = |i {tl}W'_ - /W_) 
_ = ^i[^W'^-^'W+) . 



Efectuind derivata in x in ecua^iile (39) §i (40) , avem: 

ax 2 ^ ^ 

In paranteze, primul §i al patrulea termen se anuleaza ; amintim ca : 



(39) 
(40) 

(41) 



1 



ip" + ■^r{x)tp = & + 
§i deci putem scrie ecua^ia (41) in forma: 



^r{x) + s{x) 



W± = 



da± 
dx 



i. 



^=^^is{x)^{x)W^{x) , 



care in baza ecua^iilor (33) §i (37) devine: 



dx 



s{x) 

^o^ T 

2 [r{x)]-^ 



a± + aip exp ( ^-i ( J r{x)da 

S Jxk 



(42) 



(43) 



83 



Ecua^iile (42) §i (43) se folosesc pentru a estima eroarea care se comite 
in aproximaiia WKB in cazul unidimensional. 

Motivul pentru care se poate considera ca masura a erorii WKB este 
ca in ecuatiile (31) si (32) constantele a, h §i c, d, respectiv, ne dau numai 
solutii ip aproximative, in timp ce func^iile a± introduse in ecuatiile (37) 
§i (38) produc solutii -0 exacte. Din punct de vedere geometric derivata da 
panta dreptei tangente la aceste func^ii §i indica masura in care a± deviaza 
fa^a de constantele a, 6, c §i d. 

4N. Nota : Articolele (J)WKB originate sunt urmatoarele: 

G. Wentzcl, "Einc Vcrallgemeinerung der Wellenmechanik" , ["O generalizare 
a mecanicii ondulatorii" ] , 

Zeitschrift fiir Physik 38, 518-529 (1926) [primit 18 June 1926] 

L. Brillouin, "La mecanique ondulatoirc dc Schrodinger: une methode gencralc 
de resolution par approximations successives" , [ "Mecanica ondulatorie a lui 
Schrodinger: o metoda generala de rezolvare prin aproximari succesive"], 
Comptes Rendus Acad. Sci. Paris 183, 24-26 (1926) [primit 5 July 1926] 

H. A. Kramers, "Wellenmechanik und halbzalilige Quantisierung" , ["Mecanica 
ondulatorie §i cuantizarea semiintreaga "], 

Zf. Physik 39, 828-840 (1926) [primit 9 Sept. 1926] 

H. Jeffreys, "On certain approx. solutions of linear diff. eqs. of the second 
order", ["Asupra unor solutii aproximative a ecua^iilor diferen^iale lineare 

de ordim.il doi"], 

Proc. Lond. Math. Soc. 23, 428-436 (1925) 

4P. Probleme 

Problema 4-1 

Sa se foloseasca metoda WKB pentru o particula de energie E care se 
mi§ca intr-un potential u{x) de forma aratata in figura 4.1. 
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Fig . 4.1 



Solu^ie 

Ecua^ia Schrodinger corespunzatoare este: 



Dupa cum putem vedea: 



+^[E- uix)] = . (44) 



, , 2m , I este pozitiva pentru a < x < b 

r(x) = [E - u(x)] S X - X , 

este negativa pentru X < a, a; > 0. 



Daca iplx) corcspunde zonei in care x < a, la trecerea in intervalul 
a < X < b, formula de conexiune este data de ecua^ia (29) §i ne spune ca : 



unde A este o constanta arbitrara . 

Cind ip{x) corespunde zonei a; > 6, la trecerea in intervalul a < x < b 
avem in mod similar: 



ip{x) « cos 

[E-u]^ 
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unde B este o constant a arbitrara . Motivul pentru care formula de conex- 
iune este din nou ecua^ia (29), se in^elege examimnd ce se intimpla cind 
particula ajunge la al doilea punct clasic de intoarcere x = b. Acesta pro- 
duce inversia directiei de miscare si atunci particula apare ca venind de la 
dreapta spre stinga. Cu alte cuvinte, ne gasim in prima situa^ie (de la stinga 
la dreapta) numai ca vazuta intr-o oglinda in punctul x = a. 

Aceste doua expresii trebuie sa fie acelea§i independent de constantele 
A §i B, astfel ca : 



cos 



/ 2m 



IT 



COS I 1^ J^{E- u)dx --\+cos\J^^^J^{E- u)dx - - 



1 2m 



TT 



Amintind ca : 

cos A + cos B = 2 cos 
ecua^ia (47) se scrie: 



A + B\ fA-B 
cos 



2 cos 




{E - u)dx -\ + ]J'^iE-u)dx - J j 



•cos 



TT 

:x + - 



= . 
(47) 



0, (48) 



ceea cc implica pentru argumentelc acestor cosinusoide ca sunt multipli 
intregi de ^; argumentul celui dc-a doua cosinusoide nu ne duce la nici un 
rezultat netrivial, a§a ca ne fixam aten^ia numai asupra argumentului primei 
cosinusoide, care este esen^ial pentru ob^inerea unui rezultat important: 



1 / r /2m ,^ ^, TT (2jn~L ^, 7r\ n 



impar 



J a 



1 2m IT 
~^\^ ~ ujdx — — = riTT 
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J a 



2m, ^ , , , 1, 
— 2"(-C' — ujdx = (n + -jTT 
h 2 

sj2m{E -u)dx = (n + ^)7rn . (49) 

Acest rezultat este foarte similar regulilor de cuantizare Bohr - Sommerfeld. 

Amintim ca postulatul lui Bohr stabile§te ca momentul unghiular al unui 
electron care se misca pe o 'orbita permisa ' in jurul nucleului atomic este 
cuantizata §i valoarea sa este: L = nh, n = 1, 2, 3, . . .. Amintim deasemenea 
ca regulile de cuantizare Wilson - Sommerfeld stabilesc ca orice coordonata 
a unui sistem fizic care variaza periodic in timp trebuie sa satisfaca condi^ia 
cuantica : § Pqdq = Ugh; unde q este o coordonata periodica , Pg este impul- 
sul asociat acesteia, Ug este un numar intreg §i h este constanta lui Planck. 
Se vede ca rezultatul ob^inut in aproxima^ia WKB este cu adevarat foarte 
asemanator. 



Prohlema 4.2 

Sa se estimeze eroarea care se comite in solu^ia WKB intr-un punct 
xi 7^ iCfc, cu Xk un punct clasic de intoarcere, pentru ecua^ia diferen^iala 
y" + xy = 0. Soluiia acestei probleme este importanta in studiul cimpurilor 
uniforme, a§a cum sunt cele gravitaiionale sau cele electrice produse de placi 
plane incarcate. 



Solutie: 

Pentru aceasta ecua^ie diferen^iala avem: 



5 -2 



^ = 1, r{x) = x & s{x) = -—x 

r{x) = X are un singur zero in Xk = 0, astfel ca pentru a; ^> 0: 

W± = x~^ exp ^ibi j y/xdx^ = x~^ exp ^zt^irc^^ . (50) 

Derivind W± pina la a doua derivata in ne dam seama ca se satisface 
urmatoarea ecua^ie diferen^iala : 

Wl + {x- ^x-'^)W± = . (51) 
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Solu^ia exacta y{x) a acestei ecua^ii diferen^iale o scriem ca o combina^ie 
lineara de W±, a§a cum s-a indicat in sec^iunea corespondenta estimarii 
erorii in aproxima^ia WKB; amintim ca s-a propus o combina^ie lineara de 
forma: 

y{x) = a^(x)W^{x) + a_(x)VF_(x) 

Pentru x mari, o solutie generala a ecua^iei noastre diferen^iale se poate 
scrie in aproxima^ia WKB in forma: 



Ax 4 cos { -x^ +S 



cind X ^ oo 



(52) 



astfel ca 4^*"^ §^ ^~ ~^ 4^"**^ pentru x oo. Vrem sa calculam 

eroarea datorata acestei solu^ii WKB. O masura a acestei erori este devierea 
lui a+ §i a lui a_ fa^a de constantele A. Pentru aceasta folosim ecua^ia: 



da± 
dx 



i . s{x) 



2 ^Jr{x) 



a± + q;=p exp (^2i j ^r{x)dx 



§i efectuind substitu^iile corespunzatoare avem: 



da± 
dx 



16 



_ i_ 

X 2 



2 2 



2 3 

exp ( ^2i-x2 



(53) 



§tim ca Aa± reprezinta schimbarile pe care le prezinta a± cind x variaza 
intre xi §i oo, ceea ce ne permite calculul prin intermediul lui: 



A/2 



2 
A 



XI 



da± 
dx 



dx 



32 



2 -3 
-x,^+e 



x\ 



X 2 exp ( x2 



dx 



(54) 



Al doilea termen din paranteze este mai pu^in important decit primul pentru 
ca exponen^iala complexa oscileaza intre 1 §i — 1 §i deci x^a < x~2. Prin 
urmare: 

Aa± 



A/2 



48 



(55) 



§i cum putem vedea eroarea care se introduce este intr-adevar mica daca 
tinem cont §i de faptul ca exponen^iala complexa oscileaza intre — 1 §i 1, iar 

_3 

^ este deasemenea mic. 
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5. OSCILATORUL ARMONIC (OA) 

Solu^ia ecua^iei Schrodinger pentru OA 

Oscilatorul armonic (OA) poate fi considerat ca o paradigma a Fizicii. Util- 
itatea sa apare in marea majoritate a domeniilor, de la fizica clasica pina la 
electrodinamica cuantica §i teorii ale obiectelor colapsate gravitational. 
Din mecanica clasica §tim ca multe poten^iale complicate pot fi aproximate 
in vecinatatea pozi^iilor de echilibru printr-un potential OA 

V{x)^\v"{a){x-af . (1) 

Acesta cste un caz unidimensional. Pentru acest caz, functia Hamil- 
toniana clasica a unei particule de masa m, oscilind cu frecven^a u; are 
urmatoarea forma : 

H = ^ + -mu?x^ (2) 
2m 2 ^ ' 

§i Hamiltonianul cuantic corespunzator in spa^iul de configura^ii este : 

H = —{-iU^f + -mu''x'' (3) 
2m^ dx' 2 ^ ' 

^ = -2;^d^ + 2"^'^ ^ • 
Dat faptul ca poten^ialul este independent de timp, FP §i autovalorile 
En se determina cu ajutorul ecua^iei Schrodinger independents, de timp : 

H^n = En^n . (5) 

Considerind Hamiltonianul pentru OA , ecua^ia Schrodinger pentru acest 
caz este : 



2mE vr?ijJ^ , 
■x^ 



^ = . (6) 



Am suprimat subindicii lui E §i pentru ca nu au nici o importan^a 
aici. Definind: 



2 2mE 



k = —T- (7) 
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ecua^ia Schrodinger devine: 



+ [r - x^x^]^ = , (9) 



cunoscuta ca ecua^ia diferen^iala Weber in matematica . 
Vom face in continuare transformarea: 

y = Xx^ . (10) 

In general, cu schimbul de variabila de la a; la y , operatorii diferen^iali 
iau forma: 

dx dx dy 

dx'^ dx dx dy dx"^ dy dx dy'^ 

Aplicind aceasta regula evidenta transformarii propuse ob^inem urmatoarea 
ecua^ie diferen^iala in variabila y : 

d^^ Id* .k"^ 1 ^ 



sau, definind 
ob^inem: 



K= TTT = t: = 1— , (14) 

(f^ Id^ .K 1 ,^ ^ 

Sa trecem la rezolvarea acestei ecua^ii, efectuind mai intii analiza sa 
asimptotica in limita y — oo. Pentru aceasta. se rescrie ecua^ia anterioara 
in forma : 

d^^- 1 d^- K 1^^ ^ 

Observam ca in limita y — > oo ecua^ia se comporta astfel: 

d^^oo 1 



d?/2 4 
Aceasta ecua^ie are ca soluble: 



T^oo = . (17) 



*oo(y) =^exp| + Bexp^ . (18) 
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Eliminam exp | luind A = pentru ca diverge in limita y ^ oo §i 
raminem cu exponen^iala atenuata . Putem sugera acum ca ^ are urmatoarea 
forma: 

^{y) = exp ^ij{y) . (19) 
Substituind-o in ecuatia diferentiala pentru y ( ec. 15) se ob^ine: 



cPih ,1 .dih^K,!., , , 



Ceea ce am ob^inut este ecuatia hipergeometrica confluenta : 

Solutia generala a acestei ecuatii este : 

yiz) = A iFi (a; c, z) + B z^^^ iFi (a - c + 1; 2 - c, z) , (22) 
unde functia hipergeometrica confluenta este definita prin : 

n=0 ^ ^" 

Comparind acum ecua^a noastra, cu ecuatia hipergeometrica confluenta, 
se observa ca solutia generala a primei este : 

1 13 

^|;{y) = A iFi{a; -,y) + B yi ^Fi{a + -,y) (24) 

unde 

« = -(f-^)- (25) 

Daca men^inem aceste solu^ii in forma in care se prezinta , condi^ia 
de normahzare pentru functia de unda nu se satisface, pentru ca din com- 
portamentul asimptotic al func^iei hipergeometrice confluente ^ rezulta ( 
considerind numai comportamentul dominant exponential ) : 

^(y) = 6^-0(2/) const. e^y"~^ . (26) 



*Deasemenea cunoscuta ca ecuatia diferentiala Kummer. 
^ Comportamentul asimptotic pentru | a; |— > oo este: 



iFi(a; c, z) ^ ji^M^e— x"'' + P^^e^x"^-^ 
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Aceasta ultima aproximatie ne duce la o divergen^a in integrala de nor- 
malizare, care fizic este inacceptabila . Ceea ce se face in acest caz, este sa 
se impuna condi^ia de terminare a seriei ^ , adica , seria are numai un numar 
finit de termeni fiind deci un polinom de grad n. 

Observam astfel ca faptul de a cere ca integrala de normalizare sa fie finitd 
( dupd cum §tim condifie obligatorie pentru semnifica^ia fizica in termeni de 
probabilitdfi) , ne conduce la truncarea seriei, fapt care in acela§i timp pro- 
duce cuantizarea energiei. 

Consideram in continuare cele doua cazuri posibile : 
1) a = —n §i = 

f-i = ». (27) 

FP-urile sunt date de: 

—Xx^ 1 
= L»„exp^— iFi(-n;-,Ax2) (28) 

§i energia este: 

En = huj{2n + ^) . (29) 



2) a + i = -n §i ^ = 



K 1 1 

2-4=^+2- ^''^ 



FP-urile sunt acum: 



—Xx 3 
^„(x) = D^exp^— x iFi(-n; -, Ax^) , (31) 

iar energiile sta^ionare sunt: 

En = hu;[{2n + l) + ^] . (32) 

Polinoamele ob^inute in urma acestei truncari a seriei hipergeometrice 
se numesc polinoame Hermite §i se pot scrie ca urmatoarele func^ii hiperge- 
ometrice : 

^2n(r?) = (-1)"M: ^F,{-n;^,rj') (33) 

®Condi1jia de truncare a seriei pentru func^ia hipergeometrica confluenta iFi{a; c, z) 
este a = —n, cu n un intreg nenegativ ( adica , include zero ). 
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2n-l 



, , , ^,„2(2n + 1)! ^ , 3 2x 



(34) 



Putem acum combina rezultatele ob^inute ( pentru ca unele ne dau val- 
orile pare si altele pe cele impare ) intr-o singura expresie pentru autovalori 
§i func^ii proprii : 



^n{x) = Dn exp ——Hn{V\x) 



(35) 



{n+-)nu 



n = 0,l,2 ... 



(36) 



Spectrul de energie al OA este echidistant, adica , exista aceea§i diferen^a 
Tiio intre oricare doua nivele. Alta observable pe care o putem face, este in 
legatura cu valoarea minima de energie pe care o are oscilatorul; poate in 
mod surprinzator este diferita de zero; acesta se considera un rezultat pur 
cuantic, pentru ca dispare daca 7i — > 0. Se cunoa§te ca energia de punct zero 
§i faptul ca este diferita de zero , este o caracteristica a tuturor poten^ialelor 
confinante . 



Constanta de normalizare poate fi calculata u§or §i are valoarea: 




(37) 



7r2"ri! 

Prin urmare se ob^in func^iile proprii normalizate ale OA unidimensional 



^n{x) 



'A 1 



7r2'*n! 



exp(^^) Hn{VXx) . 



(38) 



Operator! de creare a) §i anihilare a 

Exista o alta forma dc a trata oscilatorul armonic fata de cea convcntionala 
de a rezolva ecua^ia Schrodinger. Este vorba de metoda algebrica sau 
metoda operatorilor de scara , o metoda foarte eficienta care se poate aplica 
cu mult succes a multe probleme de mecanica cuantica de spectru discret. 
Definim doi operatori nehermitici a §i : 

V 2^ mu 
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2h muj' ^ ' 

Ace§ti operatori sunt cunoscu^i ca operator de anihilare §i operator 
de creare, respectiv (justificarea acestor dcnumiri se va vedea mai departe, 
de§i se poate spune ca vine din teoria cuantica a cimpurilor ). 
Sa calculam acum comutatorul acestor doi operatori: 

, 4., mu} , ip ip , 1 

[a,a} \ = -rr-[x-\ ,x = -rr{-i[x,p\ +t\p,x\) = 1 , (41) 

zh moj mu zh 

unde am folosit comutatorul: 

[x,p]=in. (42) 

Prin urmare operatorii de creare §i anihilare nu comuta , satisfacind 
rela^iile de comutare : 

[a, a^] = l . (43) 
Sa definim deasemenea importantul operator de numar N: 

N = a^a . (44) 

Acest operator este hermitic dupa cum se poate demonstra u§or folosind 
{AB)^ = St At : 

Art = (ata)t = at(at)t = ota = 7V . (45) 
Considerind acum ca : 

o^a = —{x^ + ^^) + —[x,p\ = — -- 46 

observam ca Hamiltonianul se scrie intr-o forma simpla in func^ie de oper- 
atorul de numar : 

H = ncj{N + ^) . (47) 

Operatorul de numar are acest nume datorita faptului ca autovalorile 
sale sunt exact subindicii func^iei de unda asupra careia ac^ioneaza : 

N \ n>=n\n> , (48) 

unde am folosit nota^ia: 

I > = I n > . (49) 
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Aplicind acest fapt lui (47) avem : 

H I n >= ?iu{n + ^) I n > . (50) 

Dar §tim din ecuatia Schrodinger ca, H \ n>=£'|n>pe baza careia 
rezulta ca autovalorile energetice sunt date de : 

E„ = Mn+^)- (51) 

Acest rezultat este identic (cum si trebuia sa fie ) cu rezultatul (36). 
In continuare sa aratam de ce operatorii a §i a) au numele pe care le au. 
Pentru aceasta sa calculam comutatorii: 

[N , a] = [a^a, a] = a^[a, a] + [a^, a]a = —a , (52) 

rezultate care se ob^in din [a, a] = §i (43). Similar, sa calculam: 

[A' , a)] = [a^a, oJ] = [a, a^] + [a\a}]a = a} . (53) 
Cu ace§ti doi comutatori putem sa scriem: 

n > 

= {a) + oM) I n > (54) 
= a\l + n) \n >= (ra + l)a^ \ n> . 

Cu un procedeu similar se ob^ine deasemenea: 

N{a \n>) = ([iV, a] + aN) \ n >= {n - l)a \ n > . (55) 

Expresia (54) implica ca se poate considera ket-ul | n > ca eigenket 
al operatorului de numar , unde autovaloarea incrementa cu unu, adica , 
a fost produsa o cuanta de energie prin ac^iunea lui asupra ket-ului. 
Aceasta explica numele de operator de creare (crea^ie). Comentarii 
urmind aceea§i linie de ra^ionament acelasi tip de concluzie rezulta pentru 
operatorul a, ceea ce li da numele de operator de anihilare ( o cuanta de 
energie este eliminata cind ac^ioneaza acest operator ). 
Ecuatia (54) deasemenea implica propor^ionalitatea ket-urilor | n > §i 
I n + 1 >: 

I n >= c \ n + 1 > , (56) 
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unde c este o constanta care trebuie determinata . Considerind in plus 

ca : 

(a^ I n >)^ =< n\a = c*<n + l\ , (57) 
putem realiza urmatorul calcul: 

< n I a{a^ \n>) = c* <n + l\ (c | n + 1 >) (58) 

< n I aa^ \ n >= c*c <n + l\ n + l> (59) 
< n I aa' \ n >=| c |^ . (60) 
Dar din rela^ia de comutare pentru operatorii a §i : 

[a, a^] = aa^ — a^a = aa^ — N = 1 , (61) 

avem ca : 

aa^ = N + 1 (62) 

Substituind in (60): 

<n \ N + l\ n >=< n \ n > + < n \ N \ n >= n + 1 =\ c . (63) 

Cerind c sa fie real §i pozitiv ( prin conven^ie ), ob^inem urmatoarea 
valoare: 

c = Vn + 1 . (64) 

Cu aceasta avem rela^ia: 

\n>= Vn + 1 \n + l> . (65) 

Urmind acela§i procedeu se poate ajunge la o rela^ie pentru operatorul 
de anihilare : 

a I n >= y/n | n — 1 > . (66) 

Sa aratam acum ca valorile lui n trebuie sa fie intregi nenegativi. Pentru 
aceasta, recurgem la cerin^a de pozitivitate a normei, aplicind-o in special 

vectorului de stare a \ n >. Aceasta conditie ne spune ca produsul interior 
(intern) al acestui vector cu adjunctul sau {{a \ n =< n \ a^) trebuie sa 
fie mai mare sau egala cu zero : 

(< n I a^") • (a I ra >) > . (67) 

Dar aceasta rela^ie nu este decit : 

<n\a^a\n >=< n | TV | n >= n > . (68) 
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Prill urmare n nu poate fi negativ §i trebuie sa fie intreg pentru ca daca 
nu ar fi prin aplicarea consecutiva a operatorului de anihilare ne-ar duce la 
valori negative ale lui n, ceea ce este in contradic^ie cu ce s-a spus anterior. 
Este posibil sa se cxprimc starca n (| n >) direct in functic dc starca baza 
(I >) folosind operatorul de creare. Sa vedem cum se face aceasta itera^ie 
importanta : 



^/2\ 

(at)3 



]|0> 
> 



(69) 
(70) 

(71) 



n >= [^] I > (72) 



Putem deasemenea aplica aceasta metoda pentru a ob^ine FP-urile in 
spa^iul configura^iilor. Pentru a realiza acest lucru, vom pleca din starea 
baza : 

a I >= . (73) 

In reprezentarea x avem: 



WoW = ^^(x+£;)*„(x) = 0. (74) 

Amintindu-ne forma pe care o ia operatorul impuls in reprezentarea x, 
putcm ajunge la o ecuatie diferentiala pentru functia dc unda a starii fun- 

damentale; sa introducem deasemenea urmatoarea defini^ie xq = J , cu 



A 

mui 

care avem : 

2 d 



{x + x'o—)^o = (75) 

Aceasta ecuatie se poate rezolva u§or, §i prin normalizare ( integrala sa de 
la — oo la oo trebuie sa fie pusa egala cu unu ), ajungem la functia de unda 
a starii fundamentale : 

^oix) = ( ^ )e~^^^^' (76) 



TTXo 
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1 1 n d _iC^-i2 

^n= , — T {x-xl—r e ^(^o) . (79) 



Restul de FP, care descriu starile excitate ale OA , se pot ob^ine folosind 
operatorul de crea^ie. Procedeul este urmatorul: 

*->*>^*-^<7fc'^'^-^°>°- '''' 

Continuind, se poate arata prin induc^ie ca : 

1 1 , , 

Evolu^ia temporala a oscilatorului 

In aceasta sec^iune vom ilustra prin intermediul OA modul in care se lu- 
creaza cu rcprczcntarca Hciscnbcrg in care starile sunt fixate in timp si 
se permite evolu^ia temporala a operatorilor. Vom considera operatorii ca 
func^ii de timp §i vom ob^ine in mod concret cum evolu^ioneaza operatorii 
de pozi^ie , impuls, a §i in timp pentru cazul OA. Ecua^iile de mi§care 
Heisenberg pentru p §i x sunt : 

De aici rezulta ca ecua^iile de mi§care pentru x y pin cazul OA sunt: 

''^ = -mJ^x (82) 



dt 

f = I. (83) 
dt m ^ ^ 

Prin urmare, dispunem de o pereche de ecuatii cuplate , care sunt echiva- 
lente unei perechi de ecuatii pentru operatorii de crea^ie §i anihilare, care 
insa nu sunt cuplate. In mod explicit : 



da Imco d , ^ ip . ,„ 

di = l-mJt^^^^^ ^''^ 

da jmuj dx i dp 

dt ^ y ^^~di ' ^ ^ 
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Substituind (82) §i (83) in (85) : 
da Imuj p 



— ioox) = —iua . (86) 
dt \ 2h'm ^ ^ ^ 

Similar, se poate ob^ine o ecua^ie diferen^iala pentru operatorul de crea^ie : 

da^ + , 

— = tua^ (87) 

Ecua^iile diferen^iale pe care le-am ob^inut pentru evolutia temporala a op- 
eratorilor de creatie si anihilare , pot fi integrate imediat, dind evolu^ia 
explicita a acestor operator!: 

a{t) = a{0)e-'^^ (88) 
a^t) = a\0)e^^ . (89) 

Se poate remarca din aceste rezultate §i din ecua^iile (44) §i (47) ca atit 
Hamiltonianul ca §i operatorul de numar , nu depind de timp, a§a cum era 

de a§teptat. 

Cu cele doua rezultate anterioare , putem sa ob^inem operatorii de pozi^ie 
§i impuls ca func^ii de timp, pentru ca sunt da^i in func^ie de operatorii de 
creatie §i anihilare: 



P = '^^W-a). (91) 

Substituind-i se ob^ine: 

x(t) = x(0)cosujt + ^--^smut (92) 

mu 

p{t) = —mujx{Qi) smut + p{{)) cos ut . (93) 

Evolu^ia temporala a acestor operator! este aceea§i ca in cazul ecua^iilor 
clasice de mi§care. 

Astfel, am aratat forma explicita de cvolutie a patru operator! bazici in cazul 
OA , aratind modul in care se lucreaza in reprezentarea Heisenberg. 
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OA tridimensional 



La inceputul analizei noastre a OA cuantic am facut comentarii in legatura 
cu importanta pentru fizica a OA . Daca vom considera un analog tridi- 
mensional, ar trebui sa consideram o dezvoltare Taylor in trei variabile[| 
re^inind termeni numai pina in ordinul doi inclusiv, ceea ce ob^inem este o 
forma cuadratica (in cazul eel mai general). Problema de rezolvat in aceasta 
aproxima^ie nu este chiar atit de simpla cum ar parea dintr-o prima exam- 
inare a poten^ialului corespunzator : 

V{x, y, z) = ax^ + hy^ + cz^ + dxy + exz + fyz . (94) 

Exista insa multe sisteme care poseda simetrie sferica sau pentru care 
aproxima^ia acestei simetrii este satisfacatoare. In acest caz: 

V{x,y,z)=K{x^+y^ + z^) , (95) 

ceea ce este echivalent cu a spune ca derivatele par^iale secunde ( nemixte 

) iau toate aceea§i valoare ( in cazul anterior reprezentate prin K). Putem 

adauga ca aceasta este o buna aproximatie in cazul in care valorile derivatelor 

par^iale secunde mixte sunt mici in comparable cu cele nemixte. 

Cind se satisfac aceste condi^ii §i potentialul este dat de (95) spunem ca 

sistemul este un OA tridimensional sferic simetrie. 

Hamiltonianul pentru acest caz este de forma: 

-1-2 9 

—n n muj 9 , , 

H = ^S7^+^r\ 96 
2m 2 

unde Laplaceanul este dat in coordonate sferice §i r este variabila sferica 
radiala . 

Fiind vorba de un potential independent de timp, energia se conserva ; in 
plus data simetria sferica , momentul cinetic deasemenea se conserva . Avem 
deci doua marimi conservate, ceea ce ne permite sa spunem ca fiecareia ii 
corespunde un numar cuantic. Putem sa presupunem ca functiile de unda 
depind de doua numere cuantice (de§i in acest caz vom vedea ca apare inca 
unul ). Cu aceste comentarii, ecua^ia de interes este : 



''Este posibil sa se exprime dezvoltarea Taylor in jurul lui ro ca un operator exponential 
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H-^nl = Enl^nl ■ (97) 

Laplaceanul in coordonate sferice este : 

^ dr"^ r dr Ti^r^ 
§i rezulta din faptul cunoscut : 

= -^'[-^7i^(sin^T^) + -^^] • (99) 
Functiile proprii ale lui I? sunt armonicele sferice, respectiv: 

L'^Yim, {0, ^) = -n\l + l)Yira, {9, if) (100) 

Faptul ca armonicele sferice poarta numaxul cuantic mi face ca acesta sa 
fie introdus in func^ia de unda '^nlmi ■ 

Pentru a realiza separarea variabilelor §i func^iilor se propune substitu^ia: 

^nlm, (r, 9, ^) = ^^Yi^^ [9, ^) . (101) 

Odata introdusa in ccuatia Schrodingcr va separa partea spatiala de cea 
unghiulara ; ultima se identifica cu un operator proportional cu operatorul 
moment cinetic patrat, pentru care func^iile proprii sunt armonicele sferice, 
in timp ce in partea spatiala ob^inem ecua^ia : 



i<, + (i^-^r^-^)«..M=0. (102) 



,2mEni m^uP- 2 + 1) 
1? W 

Folosind defini^iile (7) §i (8) , ecua^ia anterioara ia exact forma lui (9), cu 
cxccptia termenului de moment unghiular, care in mod comun se cunoa§te 
ca bariera de moment unghiular. 

Ki + ik' - AV^ - ^-^^)Rni = . (103) 

Pentru a rezolva aceasta ecua^ie , vom pleca dela analiza sa asimptotica . 
Daca vom considera mai intii r — ^ 00, observam ca termenul de moment 
unghiular este ncglijabil, astfel ca in aceasta limita comportamentul asimp- 
totic este identic aceluia a lui (9), ceea ce ne conduce la: 
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-Ar2 

Rni{r) ~ exp — ^ — in lim r ^ co . (104) 

Daca studiem acum comportamentul in jurul lui zero, vedem ca termenul 
dominant este eel de moment unghiular, adica , ecua^ia diferentiala (102) se 
converte in aceasta limita in : 

Kl - ^-^^Rnl = . (105) 

Aceasta este o ecuatie diferentiala de tip Euler ^ , a carei rezolvare duce 
la doua solutii independente: 

Rnl{r) ~ r^^^ sau r~' in lim r ^ . (106) 

Argumentele anterioare ne conduc la a propune substitu^ia : 

Rni{r)=r'+^e^V^^<P{r) . (107) 

S-ar putea deasemenea face §i urmatoarea substitutie: 

_ w2 

Rni{r) = r-' exp -^v{r) , (108) 

care insa ne conduce la acelea§i solutii ca §i (107) ( de aratat acest lucru 
este un bun exerci^iu). Substituind (107) in (103) , se obtine urmatoarea 
ecuatie diferentiala pentru (p '■ 

cp" + 2(^^ - XrU' - [X(2l + 3) - k'^U = . (109) 
r 

Cu schimbarea de variabila w = Xr'^ , ob^inem: 

w<p" + + w)ct>' - + ^) - |]</> = , (110) 

unde am introdus ^^ = ^ = Am ajuns din nou la o ecuatie diferentiala 
de tip hipergeometric confluenta cu solutiile ( a se vedea (21) §i (22)): 

<P{r) = A ,Fr[\{l+\-K)-l+\Ar']+B r-(2'+i) ,F,[\{-l+\-K)--l+\,Xr']. 

(Ill) 



*0 ecuatie de tip Euler este de forma : 

x"y'^"\x) + x^~^ y^"~^\x) + ■ ■ ■ + xy'{x) + y{x) = . 
Solutiile ei sunt de tipul x", care se substituie §i se gase§te un polinom In a. 
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A doua solu^ie particulara nu poate fi normalizata , pentru ca diverge 
puternic in zero, ceea ce obliga a lua B = 0, deci : 

cl>{r) = A ,F^[^(l + ^-ny,l + l,\r']. (112) 

Folosind acelea§i argumente ca in cazul OA unidimensional, respectiv, a 

impune ca solutiilc sa fie regularc in infinit, inseamna conditia de truncarc a 
seriei, ceea ce implica din nou cuantizarea energiei . Truncarea este in acest 
caz: 

lil + l-'^) = -n, (113) 
unde introducind explicit k, ob^inem spectral de energie : 

Eni = ncj{2n + l + ^) . (114) 

Putem observa ca pentru OA tridimensional sferic simetric exista o en- 
ergie de punct zero ^hu. 
Func^iile proprii nenormalizate sunt: 

^nlm{r,e,'p)=r'e^ iFi(-n; / + ^, Ar^) y^^(0, <^) . (115) 

5P. Probleme 

Problema 5.1 

Sa se determine autovalorile §i func^iile proprii ale OA in spa^iul 
impulsurilor. 

Hamiltonianul cuantic de OA este: 

Id = h -muj X . 

2m 2 

In spa^iul impulsurilor, operatorii x §i p au urmatoarea forma : 

P 

X — ^ in,Tr ■ 
op 

Prin urmare Hamiltonianul cuantic OA in reprezentarea de impuls este : 

H = -mui h . 

2m 2 dp^ 
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Avem de rezolvat problema de autovalori ( ceea ce inseamna de ob^inut 
func^iile proprii §i autovalorile) data prin (5) , care cu Hamiltonianul ante- 
rior, este urmatoarea ecua^ie diferen^iala : 

Se poate observa ca aceasta ecuatie diferentiala , cstc idcntica , pina la 
constante, cu ecua^ia diferentiala din spa^iul configura^iilor ( ec. (6) ). 
Pentru a exemplifica o alta forma de a o rezolva, nu vom urma exact acela§i 
drum. 

Definim doi parametri, analogi celor din (7) §i (8): 

^' = 4^ A = ^. (117) 

Cu aceste defini^ii, ajungem la ecua^ia diferentiala (9)§i deci solu^ia cantata 
( in urma efectuarii analizei asimptotice ) este de forma: 

= e-^f0(y) , (118) 

unde y este dat de y = Xp^ §i A este definit in (117). Substituind (118) in 
(116) , avind grija sa punem (118) in variabila p . Se ob^ine astfel o ecuatie 
diferentiala pentru ^ : 

^|M_2Ap^ + (*^-AW(p) = 0. (119) 

Vom face acum schimbul de variabila u = y/Xp , care ne conduce la ecua^ia 
Hermite : 

cu n un intreg nenegativ , §i unde am pus : 

^ - 1 = 2n . 
A 

De aici §i din definitiile date in (117) rezulta ca autovalorile de energie sunt 
date de : ^ 

En = huj{n + -) . 

Solutiile pentru (120) sunt polinoamele Hermite (p{u) = Hn{u) §i functiile 
proprii nenormalizate sunt : 



^{p) = Ae-2P HniVXp) 
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Problema 5.2 



Sa se demonstreze ca polinoamele Hermite pot fi expresate in 
urmatoarea reprezentare integrala : 

Hn{x) = ^ / (x + lyTe-y dy . (121) 



Aceasta reprezentare a polinoamelor Hermite nu este foarte uzuala , de§i 
se poate dovedi utila in unele cazuri. Ceea ce vom face pentru a realiza 

demonstratia , este sa dczvoltam integrala si sa dcmonstram ca ccca cc se 
ob^ine este identic cu rcprczcntarea in serie a polinoamelor Hermite pentru 
care avem : 

unde simbolul [c] unde se termina seria significa eel mai mare intreg mai 

mic sau egal cu c. 

Primul lucru pe care il vom face este sa dezvoltam binomul din integrala 
folosind binecunoscuta teorema a binomului: 

n—m„,m 



(x + y)" = ^- ^x"— 

[n — m)\m\ 

m=0 ^ ' 



Astfel: 

n! 



{x + iyf = J2 7 -^z-x-— , (123) 

^-'„ (n — m)!m! 



care substituit in integrala duce la: 

-r E 7 -^^^x" \ y^e-y dy . (124) 

Din forma expresiei din integrala putcm sa vcdcm ca este diferita de zero 
cind m este par , in cazul impar integrala se anuleaza din motive evidente. 
Folosind nota^ia para m = 2k avem: 

f-1 

^Y- 2 / y'^e-y'dy. (125) 

7r^Jn-2/c)!(2/c)! h ^ ^ ' 
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Cu schimbul de variabila u = y^, integrala devine o func^ie gamma : 

respectiv T{k + |) , care in plus se poate exprima prin factoriali ( desigur 
pentru k intreg ) : 

Substituind aceasta expresie in suma §i folosind faptul ca i^^ = (—1)*^ se 
ob^ine 

care este identic cu (122) , ceea ce completeaza demonstra^ia. 
Problema 5.3 

Sa se arate ca rela^ia de incertitudine Heisenberg se satisface 
efectuind calculul cu func^iile proprii ale OA . 

Trebuie sa aratam ca pentru oricare se satisface: 

< (Ap)2(Aa;)2 > (128) 
undc notatia <> inseamna valoare medie. 

Vom calcula in mod separat < (Ap)^ > §i < (Ax)^ > , unde fiecare din 
aceste expresii este : 

< {Apf >=< (p- < p >f >=< p^-2p <p> + <p >^>=< p^ > - <p>^ , 

< (Ax)^ >=< {x- < X >f >=< x^-2x < X > + < X >^>=< x^ > - <x>^ . 

Mai intii vom arata ca atit media lui x cit §i a lui p sunt zero. Pentru 
media lui x avem: 

/oo 
X^ri{x)fdx . 
-oo 
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Aceasta integrala se anuleaza datorita imparitattii expresiei de integrat, 
care este manifesta . Rezulta deci ca : 



< X >= . (129) 

Acelea§i argumente sunt corecte pentru media lui p , daca efectuam 
calculul in spatiul impulsurilor, respectiv cu ajutorul func^iilor obtinute in 
problema 1 . Este suficient sa vedem ca forma funtionala este acea§i (se 
schimba doar simbolul). Deci: 

< p >= . (130) 

Sa calculam acum media lui . Vom folosi teorema virialului Ob- 
servam mai intii ca : 

< V >= ^muj'^ < > . 

Prin urmare este posibila rela^ionarea mediei lui direct cu media poten^ialului 
in acest caz (§i deci folosirea teoremei virialului). 

< >= <V > . (131) 

Avem nevoie deasemenea de media energiei totale : 

< H >=< T > + < F > , 
pentru care din nou se poate folosi teorema virialului ( pentru n = 2 ) : 

<H >=2<V > . (132) 

Astfel, se obtine: 

< >= ^ = —TT^ 133 



^ Amintim ca teorema virialului in mecanica cuantica afirina ca 

2 < T >=< r ■ v1^(r) > . 
Pentru un potential de forma V — Xx" se satisface: 

2<T>=7i<V > , 
unde T reprezinta energia cinetica §i V este energia potentials, . 
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<x^ >=—{n + -) . (134) 

TJILO 2 

Similar, media lui se poate calcula explicit: 

< >= 2m< >= 2m< T >= m< H >= mhu}{n + -) . (135) 
Cu (133) §i (135) avem: 

< (A;j)2(Aa;)2 >= {n + ^)2?i2 . (136) 

Pe baza acestui rezultat ajungem la concluzia ca in starile sta^ionare ale 

OA, care practic nu au fost folositc in mod direct, relatia de inccrtitudine 
Heisenberg se satisface §i are valoarea minima pentru starea fundamentals 
n = 0. 



Problema 5.4 

Sa se ob^ina elementele de matrice ale operatorilor a, a^, x §i j5. 

Sa gasim mai intii elementele de matrice pentru operatorii de crea^ie 
§i anihilare, care sunt de mult ajutor pentru a ob^ine elemente de matrice 
pentru restul operatorilor. 
Vom folosi rela^iile (65) §i (66), care due la: 

< m I a I n >= \fn <m\n— \ >= Vn6m,n-i ■ (1^''') 
In mod similar pentru operatorul de crea^ie avem rezultatul: 

< m\ \ n >= \/n + 1 < m \ n + I >= Vn + lSm,n+i ■ (138) 

Sa trecem acum la calculul clementelor de matrice ale operatorului de 
pozi^ie. Pentru al efectua , sa exprimam operatorul de posi^ie in func^ie 
de operatorii de crea^ie §i anihilare. Folosind defini^iile (39) §i (40) , se 
demonstreaza imediat ca operatorul de posi^ie este dat de : 
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Folosind acest rezultat, elementele de matrice ale operatorului x pot fi 
calculate in maniera imediata : 



< m \ X \ n > = <m \ \ — — (o + a^) I n > 

V 2mu 



2mL0 



[Vndm,n~l + Vn + lSm,n+l] ■ (140) 



Urmind acela§i procedeu putem calcula elementele de matrice ale opera- 
torului impuls, considerind ca p este dat in func^ie de operator!! de crea^ie 
§i anihilare in forma : 

# = .\/^(«*-<.), (141) 

ceea ce ne conduce la: 



<m\p\n>=i]J + - ^/nSm,n-l] ■ (142) 

Se poatc vedea usurinta cu care se pot face calculele daca sc folosesc 
elementele de matrice ale operatorilor de crea^ie §i anihilare. Finalizam cu o 
observable in legatura cu nediagonalitatea elementelor de matrice ob^inute. 
Aceasta este de a§teptat datorita faptului ca reprezentarea folosita este cea 
a operatorului de numar §i nici unul dintre cei patru operator! nu comuta 
cu el. 



Problema 5.5 

Sa se gaseasca valorile medii ale lui §i pentru OA unidimen- 
sional §i sa se foloseasca acestea pentru calculul valorilor medii (de 
a§teptare) ale energiei cinetice §i celei poten^iale. Sa se compare 
acest ultim rezultat cu teorema virialului. 

Mai inti! sa ob^inem valoarea medie a lu! x^. Pentru aceasta recurgem 
la expresia (139), care ne conduce la : 

x'^ = -^(a^ + (a^f + a^a + aa^). (143) 

Se am!nte§te ca operator!! de crea^ie §! anihilare nu comuta intre e! . Avind 
(143) putem calcula valoarea medie a lui : 

<x^ > = <n\x^ \ n> 
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,n+2 



2mu) 

+ n Sn,n + (n + l) 6n,n] , (144) 
ceea ce arata ca : 

< >=< n\ x'^ \n>= --^—(2n + 1) . (145) 

2muj 

Pentru calcularea valorii medii a luip^ folosim (141) pentru a exprima acest 
operator in func^ie de operatorii de crea^ie §i anihilare: 

f = -^(a^ + (at)2 - aat - a^a) , (146) 

ceea ce ne conduce la: 

y=<^n\p^ \n>=^^^^{2n + l) . (147) 
Ultimul rezultat ne da practic media energiei cinetice : 

Valoarea medie a energiei poten^iale este: 

< V >=< ^rrvJ^x^ >= ^ruLO^ < >= ^(2n + 1) , (149) 

unde s-a folosit (145). 

Observam ca aceste valori medii coincid pentru orice n, ceea ce este in 
conformitate cu tcorcma virialului, care ne spunc ca pentru un potential 
cuadratic ca ccl dc OA, valorile medii ale energiei cinetice si potcntialc tre- 
buie sa coincida §i deci sa fie jumatate din valoarea medie a energiei totale. 



110 



6. ATOMUL DE HIDROGEN 



Introducere 

In acest capitol vom studia atomul de hidrogen, rezolvind ecua^ia Schrodinger 
indcpcndenta de timp cu un potential produs dc doua particule incarcate 
electric cum este cazul electronului §i protonului, cu Laplaceanul in coordo- 
nate sferice. Din punct de vedere matematic, se va folosi metoda separarii 
de variabile, dind o interpretare fizica functici dc Tinda ca solu^ie a ecua^iei 
Schrodinger pcntru acest caz important, odata cu interpretarea numerelor 
cuantice §i a densita^ilor de probabilitate. 

Scala spa^iala foarte mica a atomului de hidrogen intra in domeniul de aph- 
cabihtatc al mccanicii cuantice, pentru care fenomcncle atomicc an fost 
o arie de verificarc si interpretare a rezultatelor inca de la bun inceput. 
Cum mecanica cuantica da , intre altele, rela^ii intre marimile observabile §i 
cum principiul de incertitudine modifica radical defini^ia teoretica a unei 
"observabile" este important sa in^elegem in mod cit mai clar no^iunea 
cuantica de observabila in cimpul atomic. De acord cu principiul de in- 
certitudine, pozi^ia §i impulsul unei particule nu se pot masura simultan 
sub o anumita precizie impusa de comutatorii cuantici. De fapt, marimile 
asupra carora mecanica cTiantica da rezultate si pe care le rela^ioneaza 
sunt intotdeauna probabilitati. In loc dc a afirma, de excmplu, 
orbitei electronului intr-o stare fundamentala a atomului de hidrogen este 
intotdeauna 5.3 x 10~^^ m, mecanica cuantica afirma ca aceasta este dear 
raza medie; daca efectuam un experiment adecuat, vom ob^ine exact ca 
in cazul experimentelor cu detectori macroscopici pe probe macroscopice 
diferite valori aleatorii dar a caror medie va fi 5.3 x 10~^^ m. A§adar, din 
punctul de vedere al erorilor experimental nu exista nici o diferen^a fa^a de 
fizica clasica . 

Dupa cum se stie, pentru calculul valorilor medii in mecanica cuantica 
este necesara o func^ie de unda corespunzatoare ^. De§i ^' nu are o inter- 
pretare fizica directs , modulul patrat | ^ P calculat intr-un punct arbitrar 
din spa^iu §i la un moment dat este proportional cu probabilitatea de a 
gasi particula intr-o vecinatate infinitezimala a acelui punct acel loc si la 
momentul dat. Scopul mecanicii cuantice este determinarea lui ^' pentru o 
microparticula in diferite condi^ii experimentale. 

Inainte de a trece la calculul efectiv al lui ^' pentru cazul electronului 
hidrogenic, trebuie sa stabilim unele rechizite generale (care trebuie sa se 
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respecte in orice situa^ie). In primul rind, pentru ca | ^ p este proportional 
cu probabilitatea P de a gasi particula descrisa prin ^, integrala | ^' p pe 
tot spa^iul trebuie sa fie finita , pentru ca intr-adevar particula sa poata fi 
localizata . Deasemenea, daca 



J — ( 



^' P = (1) 



particula nu exista , iar daca integrala este oo nu putem avea semnifica^ie 
fizica ; I ^ p nu poate fi negativa sau complexa din simple motive matemat- 
ice, astfel ca unica posibilitate ramine ca integrala sa fie finita pentru a avea 
o descriere acceptabila a unei particule reale. In general, este convenabil de 
a identifica | ^' p cu probabilitatea P de a gasi particula descrisa de catre 
^ si nu doar simpla propor^ionalitate cu P. Pentru ca | ^' p sa fie egala cu 
P se impune 

/■oo 

dV = \ . it) 



pentru ca 

/•oo 

VdV = 1 (3) 



oo 



este afirma^ia matematica a faptului ca particula exista intr-un loc din spa^iu 
la orice moment. O functie care respecta ec. 2 se spune ca este normalizata . 
Pe linga aceasta condi^ie fundamentals , ^' trebuie sa aiba o valoare unica , 
pentru ca P are o singura valoare intr-un loc §i la un moment determinat. O 
alta condi^ie pe care ^ trebuie sa o satisfaca este ca atit ea cit §i derivatele 
sale partiale ^ trebuie sa fic continue in orice punct arbitrar. 

Ecua^ia Schrodinger este considerata ecua^ia fundamentala a mecanicii 
cuantice in acela§i sens in care legea for^ei este ecua^ia fundamentala a 
mecanicii newtoniene cu deosebirea importanta ca este o ecua^ie de unda 
pentru ^. 

Odata ce energia poten^iala este cunoscuta , se poate rezolva ecua^ia 
Schrodinger pentru func^ia de unda * a particulei, a carei densitate de 
probabilitate | * p se poate determina pentru x,y,z,t. In multe situa^ii, 
energia potentials a unei particule nu depinde explicit de timp; for^ele care 
ac^ioneaza asupra ei se schimba in functie numai de posi^ia particulei. In 
aceste conditii, ecua^ia Schrodinger se poate simplifica eliminind tot ce se 
refera la t. Sa notam ca se poate scrie func^ia de unda unidimensionala a 
unei particule libere in forma 
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(4) 



^{x,t) cstc produsul intre o functie dependenta de timp ^-{i^/^)^ ^na 
sta^ionara , dependenta numai de pozi^ie '4){x). 

In cazul general insa , ecua^ia Schrodinger pentru o stare sta^ionara se 
poate rezolva numai pentru anumite valori ale energiei E. Nu este vorba de 
dificultati matcmaticc, ci dc un aspect fundamental. "A rezolva" ecua^ia 
Schrodinger pentru un sistem dat inseamna a ob^ine o functie de unda tp 
care nu numai ca satisface ecua^ia §i condi^iile de frontiera impuse, ci este o 
functie de unda acceptabila , respectiv, func^ia §i derivata sa sa fie continue, 
finite si univocc. Astfel, cuantizarea energiei apare in mecanica ondulatorie 
ca un element teoretic natural, iar in practica ca un fenomen universal, 
caracteristic tuturor sistemelor microscopice stabile . 



Ecua^ia Schrodinger pentru atomul de hidrogen 

In continuare, vom aplica ecua^ia Schrodinger atomului de hidrogen, despre 
care se §tia pe baza experimentelor Rutherford ca este format dintr-un pro- 
ton, particula cu sarcina electrica +e §i un electron de sarcina -e §i care hind 
de 1836 de ori mai usor decit protonul este eu mult mai mobil. 

Daca interac^iunea intre doua particule este de tipul u{r) = u{\ n — 7^2 |), 
problema de mi§care se reduce atit clasic cit §i cuantic la mi§carea unei 
singure particule in cimpul de simetrie sferica . Intr-adevar Lagrangeanul: 

L = ^miT^ + ^m2i^ - u{\ n - r2 |) (5) 



se transforms, folosind: 



§1 



in Lagrangeanul: 



unde 



r = ri - r2 (6) 



- mm + m2r2 

= : > {') 

mi + 1712 



L = ]^MB? + ]^iJLf^ - u{r) , (8) 



M = mi + 777,2 (9) 
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§1 

mim2 , . 

fi = . (10) 

mi + 1712 

Pe de alta parte, introducerea impulsului se face cu formulele Lagrange 

P=^ = MR (11) 
dR 

§i 

-.91 u 

p = —^ = mr , (12) 
or 

ceea ce permite scrierea func^iei Hamilton clasice 

Astfel, se poate ob^ine operatorul hamiltonian pentru problema core- 
spunzatoare cuantica cu comutatori de tipul 

[Pi,Pk] = -ihSik (14) 

§i 

[Pi,Pk] = -ifiSik ■ (15) 
Ace§ti comutatori implica un operator Hamiltonian de forma 

^ = -|^^«-|^^'^ 

care este fundamental pentru studiul atomului de hidrogen cu ajutorul ecua^iei 
Schrodinger in forma sta^ionara 

H^ = E^ , (17) 

ceea cc presupune ca nu se iau in considerare efecte relativiste (viteze apro- 
priate de cele ale luminii in vid). 

Energia potentials u{r) este cea electrostatica 

Aireor ^ ^ 

Exista doua posibilita^i: prima, de a exprima u in func^ie de coordo- 
natele carteziene x,y,z substituind r prin ^/x^ + + z^, a doua, de a ex- 
prima ecua^ia Schrodinger in func^ie de coordonatele polare sferice r, 0, (j). 
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In virtutea simetriei sferice a situa^iei fizice, vom trata ultimul caz pentru 
ca problema matematica se simplifica considerabil. 

Prin urmare, in coordonate polare sferice, ecua^ia Schrodinger este 

(19) 

Substituind (18) §i multiplicind toata ecua^ia cu sin^ 0, se ob^ine 

(20) 

Aceasta ecua^ie este ecua^ia diferen^iala cu derivate par^iale pentru func^ia 
de unda ip{r, 9, (f)) a electronului in atomul de hidrogen. Impreuna cu diferitele 
conditii pe care ip(r, 9, (f)) trcbuic sa le indeplineasca [de exemplu, tplr, 9, (p) 
trebuie sa aiba o valoare unica pentru fiecare punct spatial (r, 9, cp)], aceasta 
ecua^ie specifica de maniera completa comportamentul electronului hidro- 
genic. Pentru a vedea care este acest comportament, vom rezolva ec. 20 
pentru ip{r,9, (p) §i vom interpreta rezultatele ob^inute. 



Separarea de variabile in coordonate sferice 

Ceea ce este cu adevarat util in scrierea ecua^iei Schrodinger in coordonate 
sferice pentru atomul de hidrogen consta in faptul ca astfel se poate re- 
aliza u§or separarea in trei ecua^ii independcntc, fiecare unidimensionala . 
Procedeul de separare este de a cauta solu^iile pentru care func^ia de unda 
ilj{r, 9, (f)) are forma unui produs de trei func^ii, fiecare intr-una din cele trei 
variabile sferice: R{r), care dcpinde numai de r; Q{9) care depinde numai de 
9; §i ^{(p) care depinde numai de (p §i este practic analog separarii ecua^iei 
Laplace. Deci 

^{r,9,4>)=R{r)e{9McP) . (21) 

Func^ia R{r) descrie varia^ia func^iei de unda ip a electronului de-a lungul 
razei vectoare dinspre nucleu, cu ^ §i <^ constante. Varia^ia lui ip cu unghiul 
zenital 9 dc-a lungul unui meridian al unei sfere centrata in nucleu este 
descrisa numai de catre func^ia O(^) pentru r §i constante. In sfir§it, 
func^ia $(</>) descrie cum variaza ip cu unghiul azimutal (p de-a lungul unei 
paralele a unei sfere centrata in nucleu, in condi^iile in care r §i 9 sunt 
men^inute constante. 
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Folosind ip = RQ^, vedem ca 

Evident, acela§i tip de formule se mentine pentru derivatele de ordin superior 
nemixte. Subtituindu-le in ec. 20, dupa impar^irea cu ii!0$ se ob^ine 

sin^e d f ^dR\ sine d f de\ 1 2mr2 sin^ ^ / ^ 



R drV dr J ' Q dO V^^^ dO ) ' ^ d^'^ ' \^47reor^^j °' 

(25) 

Al treilea tcrmcn al acestei ecua^ii este func^ie numai de unghiul (/), in timp 
ce ceilal^i doi sunt func^ii de r §i 9. Rescriem ecua^ia anterioara in forma 

sin^g d / 2dR\ sin^_5_ / . de\ 2mr^ sin^ 9 ( \ _ 1 d"^^ 

(26) 

Aceasta ecuatie poate fi corecta numai daca cei doi membri sunt egali cu 
aceea§i constanta , pentru ca sunt functii dc variabilc difcritc. Este conven- 
abil sa notam aceasta constanta cu mf. Ecua^ia diferen^iala pentru func^ia 
$ este 

Daca se subtituie in partea dreapta a ec. 26 §i se divide ecua^ia rezultanta 
cu sin^ 9, dupa o regrupare a termenilor, se ob^ine 



Rdr\ dr J ' Ti^ yAireor J sin^ 9 esm9d9\ d9 J 

(28) 

Inca odata se prezinta o ecuatie in care apar variabile diferite in fiecare 

membru, ceea ce obliga la cgalarca ambilor cu acccasi constanta . Din 
motive care se vor vedea mai tirziu, voni nota aceasta constanta prin + 1). 
Ecua^iile pentru func^iile Q{9) §i R{r) sunt 



— sine— =l{l + 1) 



sin^e" esm9d9\ d9 J 



(29) 
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§1 

1 d ( 2dR\ 2mr2 / 



Rdr\ dr ) y47reor 




(30) 



Ecua^iile 27, 29 §i 30 se scriu in mod normal in forma 



+ = , 



(31) 



1 d 




9 = 0, 



(32) 




o func^ie de o singura variabila . In felul acesta s-a reu§it simplificarea 
ecua^iei Schrodinger pentru atomul de hidrogen care, initial, era o ecua^ie 
diferen^iala par^iala pentru o func^ie ip de trei variabile. 

Interpretarea constantelor de separare: numere cuan- 
tice 

Solu^ia pentru partea azimutala 

Ec. 31 se rezolva u§or pentru a gasi urmatoarea soluble 



unde este constanta de integrare. Una dintre condi^iile stabilite mai 

inainte pe care trebuie sa le indeplineasca o functie de unda (§i prin urmare 
deasemenea care este o componenta a func^iei complete ijj) este sa aiba 
o valoare unica pentru fiecare punct din spa^iu fara exccp^ie. De exemplu, 
se observa ca (/> §i (/> + 27r se identifica in acela§i plan meridian. De aceea, 
trebuie ca $(0) = $(0 + 27r), adica Ae'"""^ = ^e*""' ('^+2'^) . Aceasta se poate 
indcplini numai cind m; este sau un numar intreg pozitiv sau negativ 
(±1, ±2, ±3, ...). Acest numar mi se cunoa§te ca numarul cuantic magnetic 
al atomului de hidrogen §i este rela^ionat cu direc^ia momentului cinetic 
L pentru putut fi asociat cu cfcctele cimpurilor magnetice axiale 

asupra electronului. Numarul cuantic magnetic m/ este determinat de catre 




(34) 
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numarul cuantic orbital I, care la rindul sau determina modulul momentului 
cinetic al electronului. 

Interpretarea numarului cuantic orbital I nu este nici ea fara unele prob- 
leme. Sa examinam ec. 33, care corespunde partii radiale R{r) a func^iei 
de unda Aceasta ecua^ie este rela^ionata numai cu aspectul radial al 
mi§carii electronilor, adica , cu apropierea §i departarea de nucleu (pentru 
elipse); totu§i, este prezenta §i energia totala a electronului E. Aceasta en- 
ergie include energia cinetica a electronului in miscare orbitala care nu are 
nimic de-a face cu mi§carea radiala . Aceasta contradic^ie se poate climina 
cu urmatorul ra^ionament: energia cinetica T a electronului are doua par^i: 
Tradial datorata mi§carii de apropiere §i departare de nucleu, §i Torbitai da- 
torata miscarii in jurul nucleului. Energia potentiala V a electronului este 
energia electrostatica . Prin urmare, energia sa totala este 

E = Tj-adial + Torbitai ~ ~. • (35) 

47reor 

Substituind aceasta expresie a lui E in ec. 33 ob^inem, dupa o regrupare a 
termenilor, 



1 d / 2dR\ 2m 
dr \ dr J 



nH{i + 1) 

-'■radial ~l" -'-orbital 



R = . (36) 



Daca ultimii doi termeni din paranteze se anuleaza intre ei, ob^inem o ecua^ie 
diferen^iala pentru mi§carea pur radiala . Impunem deci condi^ia 

Torbitai — 2mr^ 

(37) 

Energia cinetica orbitala a electronului este insa 

Torbitai = 2''^Vorbital (^8) 

§i cum momentul cinetic L al electronului este 

L = mvorbitair , (39) 
putem exprima energia cinetica orbitala in forma 

Torbitai = ^ (40) 
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De aceea avem 

L2 + 



(41) 



2mr^ 2mr^ 

§i deci 

L = + l)h . (42) 

Interpretarea acestui rezultat este ca , intrucit numarul cuantic orbital / 
este limitat la valorile I = 0, l,2,...,(n — 1), electronul poate avea numai 
momentele cinetice L care se specifica prin intermediul ec. 42. Ca §i m cazul 
energiei totale momentul cinetic se conserva §i este cuantizat, iar unitatea 
sa naturala de masura in mecanica cuantica este fi = h/2Tr = 1.054 x 10~^^ 
J.s. 

In mi§carea planetara macroscopica , numarul cuantic care descrie mo- 
mentul unghiular este atit de mare ca separarea in stari discrete ale momen- 
tului cinetic nu se poate observa experimental. De exemplu, un electron al 
carui numar cuantic orbital este 2, are un moment cinetic L = 2.6 x 10~^^ 
J.S., in timp ce momentul cinetic al planetei noastre este 2.7 x 10^^ J.s.! 

Se obi§nuie§te sa se noteze starile de moment cinetic cu litera s pentru 
I = 0, cu p pentru I = 1, d pentru I = 2, etc. Acest cod alfabetic provine din 
clasificarea empirica a spectrelor in a§a numitele serii principala , difuza §i 
fundamentals , care este anterioara mecanicii cuantice. 

Combinarea numarului cuantic total cu litera corespunzatoare momen- 
tului cinetic este o alta notatie frecvent folosita pentru starile atomice. De 
exemplu, o stare in care n = 2, I = este o stare 2s, iar una in care n = 4, 
I = 2 este o stare 4d. 

Pe de alta parte, pentru interpretarea numarului cuantic magnetic, vom 
^ine cont ca la fcl ca pentru impulsul lineal, momentul cinetic este un vector 
§i deci pentru al descrie se ncccsita specificarea direc^iei, sensului §i modu- 
lului sau. Vectorul L este perpendicular planului in care are loc mi§carea 
de rota^ie §i direc^ia §i sensul sau sunt date de regula miinii drepte (de pro- 
dus vectorial): degetul marc are direc^ia §i sensul lui L cind celelalte patru 
degete sunt in direc^ia de rotable. 

Dar ce semnifica^ie se poate da unci direc^ii §i sens in spa^iul limitat 
al unui atom de hidrogen ? Raspunsul este simplu daca ne gindim ca un 
electron care gireaza in jurul unui nuclcu rcprezinta un circuit minuscul, care 
ca dipol magnetic prezinta un cimp magnetic corespunzator. In consccin^a , 
un electron atomic cu moment cinetic interac^ioneaza cu un cimp magnetic 
extern B. Numarul cuantic magnetic mi specifica direc^ia lui L, determinate 
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de componenta lui L in direc^ia cimpului. Acest fenomen se cunoa§te in mod 
comun drept cuantizare spa^iala . 

Daca alegem direc^ia cimpului magnetic ca axa z, componenta lui L in 
aceasta direc^ie este 

= mill . (43) 

Valorile posibile ale lui mi pentru o valoare data a lui I, merg de la +1 pina la 
—I, trecind prin 0, astfel ca orientarile posibile ale vectorului moment cinetic 
L intr-un cimp magnetic sunt 21 + 1. Cind I = 0, poate avea numai 
valoarea zero; cind / = 1, poate fi ^, 0, sau —h; cind Z = 2, ia numai 
una dintrc valorile 2h, h, 0, —h, sau —2h, §i a§a mai departe. Men^ionam ca 
L nu poate fi exact alineat (paralel sau antiparalel) cu B, pentru ca este 
intotdeauna mai mic decit modulul ^/l{^+T)h momentului unghiular total. 

Cuantizarea spatiala a momentului cinetic orbital al atomului de tiidro- 
gen se arata in fig. 6.1. 




Fig. 6.1: Cuantizarea spatiala a momentului cinetic pentru stari I = 2, L = \/6?i. 

Trebuie sa consideram electronul caracterizat de catre un anumit mi ca 
avind o orientare determinate a momentului sau cinetic L fa^a de un cimp 
magnetic extern in cazul in care acesta se aplica . 

In absen^a cimpului magnetic extern, direc^ia axei z este complet arbi- 
trara . De aceea, componenta lui L in orice direc^ie pe care o alegem este 
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mih; cimpul magnetic extern ofera o direc^ie de referin^a privilegiata din 
punct de vedere experimental. 

Dece este cuantizata numai componenta lui L ? Raspunsul se rela^ioneaza 
cu faptul ca L mi poate fi dircctionat de manicra arbitrara ; intotdeauna 
descrie un con centrat pe axa de cuantizare in a§a fel incit proiec^ia sa 
este mih. Motivul pentru care se produce acest fenomen este principiul de 
incertitudine: daca L ar fi fix in spa^iu, in a§a fel incit L^, Ly §i ar avea 
valori bine definite, electromil ar fi confinat intr-un plan bine dcfinit. De ex- 
emplu, daca L ar fi fixat de-a lungul direc^iei z, electronul ar avea tendin^a 
de a se men^ine in planul xy (fig. 6.2a). 



Fig. 6.2: Principiul de incertitudine interzice o direc^ie fixa in spa^iu a 

momentului cinetic. 

Acest lucru poate sa aiba loc numai in situatia in care componenta pz a 
impulsului electronului in direc^ia z este infinit de incerta , ceea ce desigur 
este imposibil daca face parte din atomul de hidrogen. Totu§i, cum in real- 
itate numai o componenta a lui L impreuna cu au valori definite §i 
I L \>\ Lz I, electronul nu este limitat la un plan unic (fig. 6.2b), iar daca 
ar fi exista o incertitudine in coordonata z a electronului. Direc^ia 

lui L se schimba in mod constant (fig. 6.3), astfel ca valorile medii ale lui 
Lx §i Ly sunt 0, de§i are intotdeauna valoarea miH. 



it 




fa 
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Fig. 6.3: Vectorul moment cinetic prezinta o precesie constants, in jurul axei z. 

Solu^ia pentru $ trebuie sa satisfaca deasemenea condi^ia de normalizare, 
care este data de catre ec. 2. Deci pentru $ avem 



/■27r 

/ I $ P = 1 

h 



%\ substituind $ se ob^ine 



27r 



= 1 . 



(44) 



(45) 



Astfel = 1/ V 27r §i deci $ normalizata este data de 

1 



Jmicj) 



27r 



(46) 



Solu^ia pentru partea polara 

Ecua^ia diferen^iala pentru partea polara Q{9) are o solu^ie mai complicata 
fiind data de polinoamele Legendre asociate 

Prix) = {-irii-x-r'^^p,{x) = i-ir ^' ^> L,^,i -'-iy 



(47) 
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Aceste func^ii satisfac urmatoarea rela^ie dc ortogonalitate 

l\pr(cos»?^se^^^l±^. (48) 

In cazul mecanicii cuantice, @{9) este data de polinoamele Legendre nor- 
malizate, respectiv, daca 

0(9) = AePricosO) , (49) 

atunci condi^ia de normalizare este data de 

fi 

A'^g[Pl^'{cose)]'^dcose = 1 . (50) 



1-1 

Prin urmare constanta de normalizare pentru partea polara este 



2l + l il-mi)\ 



§i prin urmare, func^ia @{0) deja normalizata este 



= \ n n , Z i\ Pricose) (52) 



l2 l + l{l-mi)\ 
2 {l + mi)\' 

Pentru obiectivele noastre, cea mai importanta proprietate a acestor 
func^ii este ca , asa cum s-a men^ionat deja, exista numai cind constanta I 
este un numar intreg egal sau mai mare decit | |, care este valoarea ab- 
soluta a lui nii. Aceasta condi^ie se poate scrie sub forma setului de valori 
disponibile pentru rrii 

mi = 0,±1, ±2,..., ±1 . (53) 

Unificarea par^ilor azimutala §i polara : armonicele sferice 

Solu^iile pentru par^ile azimutala §i polara se pot uni pentru a forma armon- 
icele sferice, care depind de (p §i 9 §i contribuie la simplificarea manipularilor 
algebrice ale func^iei de unda completa tp{r, 9, 0). Armonicele sferice se in- 
troduc in felul urmator: 



Factorul suplimentar (—1)™' nu produce nici o problema pentru ca ec. 
Schrodinger este lineara §i homogena §i este convenabil pentru studiul del 
momentului cinetic. Se cunoa§te ca factorul de faza Condon-Shortley, efectul 
sau fiind de a introduce o alternan^a a semnelor ±. 
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Solu^ia pentru partea radiala 

Solu^ia pentru partea radiala R(r) a functiei de unda a atomului de hidro- 
gen este ceva mai complicata §i aici este unde apar diferen^e mai mari fa^a 
de ecua^ia Laplace in electrostatica . Rezultatul final se exprima in func^ie 
de polinoamele asociate Laguerre (Schrodinger 1926). Ecua^ia radiala se 
poate rezolva in forma analitica exacta numai cind E este pozitiv sau pen- 
tru una din urmatoarele valori negative £'„ (in care caz electronul este legat 
atomului) 

me^ / 1 



unde n este un numar intreg numit numarul cuantic principal si dcscrie 
cuantizarea energiei electronului in atomul de hidrogen. Aceast spectru 
discret a fost ob^inut pentru prima data de catre Bohr cu metode empirice 
de cuantizare in 1913 §i apoi de catre Pauli §i respectiv Schrodinger in 1926. 

O alta conditie care trebuie sa fie satisfacuta pentru a rezolva ecuatia 
radiala este ca n sa fie intotdeauna mai mare decit I. Valoarea sa minima 
este I + 1. Invers, condi^ia asupra lui I este 

i = 0,l,2,...,(n-l) (56) 

Ecuatia radiala se poate scrie in forma 



dr^ dr 



2mE n 2me^ 

— o-r^ H - /(/ + 1 



R = , (57) 



Dupa impar^irea cu r^, se folose§te substitu^ia x{f) = pentru a elim- 
ina termenul in §i a ob^ine forma standard a ec. Schrodinger radiale cu 
potential efectiv U{r) = — const/r + l{l + l)/r^ (potential electrostatic plus 
baricra centrifugala ). Aceasta procedura se aplica numai pentru a discuta 
o noua conditie obligatorie de frontiera , obtinerea spectrului fiind prin in- 
termediul ecua^iei pentru R. Diferen^a intre o ec. Schrodinger radiala §i 
una in toata linia reala este ca o conditie de frontiera suplimentara trebuie 
impusa in origine (r = 0). Poten^ialul coulombian apar^ine unei clase de 
potentiale care se numesc slab singulare, pentru care lim^^o = U{r)r'^ = 0. 
Se incearca solu^ii de tipul x r*^, ceea ce implica i^(i^ — 1) = /(/ + 1) cu 
solu^iile z^i = Z + 1 §i f2 = — /, exact ca in cazul electrostaticii. Solu^ia 
negativa se elimina in cazul I ^ pentru ca duce la divergen^a integralei de 
normalizare §i deasemenea nu respecta normalizarea la func^ia delta in cazul 
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spectrului continuu, iar cazul f 2 = se elimina din condi^ia de finitudine a 
energiei cinetice medii.Concluzia finala este ca x(0) = pentru orice I. 

Revenind la analiza ecua^iei pentru func^ia radiala R, sc pune mai intii 
problema adimensionalizarii ccuatiei. Aceasta se face obscrvind ca se poate 
forma o singura scala de spa^iu §i timp din combina^ii ale celor trei constante 
fizice care intra in aceasta problema respectiv e^, m §i h. Acestea sunt raza 
Bohr ao = fi^/me^ = 0.529 ■ 10"^ cm. §i to = jme^ = 0.24210"^^ sec, 
care se numesc unita^i atomice. Folosind aceste unita^i ob^inem 



d^R 2 dR 
dr^ r dr 



2E + ?-i(l±il 



= , 



(58) 



unde ne intereseaza spectrul discret (£■ < 0). Cu nota^iile n 
p = 2r/n se ajunge la: 



d^R 2 dR 
dp^ p dp 



n 



1 

4 



R = 



§i 



(59) 



Pentru p — > 00, ecua^ia se reduce la = j cu solu^ii R oc e^^l"^ . Se 
accepta pe baza condi^iei de normalizare numai exponen^iala atenuata . Pe 
de alta parte asimptotica de zero, a§a cum am comentat deja, este R cc p^ . 
Prin urmare, putem substitui R printr-un produs dc trei functii radiale 
R = p^e-p/^F{p), dintre care primele doua sunt par^ile asimptotice, iar a 
treia este func^ia radiala in regiunea intermediary , care ne intereseaza eel 
mai mult pentru ca ne da spectrul energetic. Ecua^ia pentru F este 



d'^F dF 

+ (2/ + 2 - p)^- + (n - / - 1)F 



dp2 



dp 



. 



(60) 



care este un caz particular de ecua^ie hipergeometrica confluenta in care cei 
doi parametri 'hiper'geometrici depind de n, I §i care se poate identifica cu 
ecuatia pentru polinoamele Laguerre asociate L^'^/(p) in fizica matematica 
. Astfel, forma normalizata a lui R cstc: 



2 \{n-l-\)\ 



n2 V 2n[(n + /)!]3^ ^"+' 
unde s-a folosit condi^ia de normalizare a polinoamelor Laguerre: 

2n[(n + /)!]3 



\^ e-^p^'XLlXlWp'dp 



{n-l-\)\ 



(61) 



(62) 
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Avem deci solu^iile fiecareia dintre ecua^iile care depind numai de o 
singura variabila §i prin urmare putem construi func^ia de unda pentru 
fiecare stare electronica in atomul de hidrogen, respectiv daca ■0(r, 9, (f)) = 
R{r)@{6)^{4>), atunci func^ia de unda completa este 

iP{r, 9, ^) = (ar)'e-"'^/2^^z+i (ar)Pl^' {cosOy'^i^ , (63) 

unde Mh = - J.y¥feiH^ §i a = 2/nao. 

Utilizind armonicele sferice, solu^ia se scrie m felul urmator 

Aceasta formula se poate considera rezultatul matematic final pentru 
solu^ia ec. Schrodinger in cazul atomului de hidrogen pentru oricare stare 
sta^ionara a electronului sau. Intr-adevar, se pot vedea in mod explicit atit 
dependenta asimptotica cit §i celc doua scturi ortogonale complete, poli- 
noamele Laguerre asociate §i respectiv armonicele sferice, corespunzatoare 
acestei ecua^ii lineare cu derivate par^iale de ordinul doi. Coordonatele 
parabolice = r(l — cos 9), ij = r(l + cos 9), (j) = (j)], sunt un alt set de vari- 
abile in care ec. Schrodinger pentru atomul de hidrogen este u§or de separat 
(E. Schrodinger, Ann. Physik 80, 437, 1926; P.S. Epstein, Phys. Rev. 28, 
695, 1926; I. Waller, Zf. Physik 38, 635, 1926). Solutia finala se exprima 
ca produsul unor factori de natura asimptotica, armonice azimutale §i doua 
seturi de polinoame Laguerre asociate in ^, respectiv r/. Spectrul energetic 
(— 1/n^) §i degenerarea {v?) evident nu se modifica. 

Densitatea de probabilitate electronica 

In modelul lui Bohr al atomului de hidrogen, elcctronul se roteste in jurul 
nucleului pe traiectorii circulare sau eliptice. Daca se realizeaza un exper- 
iment adecuat, s-ar putea vedea ca electronul ar fi intotdeauna situat in 
limitele expeimentale la o distan^a fa^a de nucleu r = n^ao (unde n este 
numarul cuantic care numeroteaza orbita si oq = 0.53 A este raza orbitei 
celei mai apropiate de nucleu, cunoscuta ca raza Bohr) §i in planul ecuatorial 
9 = 90°, in timp ce unghiul azimutal (f) poate varia in timp. 

Teoria cuantica a atomului dc hidrogen modifica concluziilc modelului 
lui Bohr in doua aspecte importante. In primul rind, nu se pot da valori 
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exacte pentru r, 0, (p, ci numai probabilita^i relative de a gasi electronul intr- 
o zona infinitezimala data a spa^iului. Aceasta imprecizie este, desigur, o 
consecin^a a naturii ondulatorii a electronului. In al doilea rind, nu se poate 
gindi ca electronul se misca in jnrul micleului in sensul conventional elasic, 
pentru ca densitatea de probabilitate | ^/^ ^ nu depinde de timp §i poate 
varia considerabil in func^ie de zona infinitezimala unde se calculeaza . 

Func^ia de unda V' a electronului in atomul de hidrogen este ip = RQ^ 
unde R = Rni{r) descrie cum sc schimba ^ cu r cind numerele cuantice 
orbital §i total au valorile ra §i = Oimi{0) descrie la rindul lui varia^ia 
lui cu 9 cind numerele cuantice magnetic §i orbital au valorile I §i mi; in 
sfir§it, $ = <trni{(t>) da schimbarea lui ip cu (f) cind numarul cuantic magnetic 
are valoarea mi. Densitatea de probabilitate | p se poate scrie 

I V f=\ R n Pi * p ■ (65) 

Densitatea de probabilitate | $ care masoara posibilitatea de a gasi elec- 
tronul la un ungtii azimutal (p dat, este o constants, care nu depinde de (p. 
Prin urmarc, densitatea de probabilitate electronica este simetrica fata de 
axa z, independent de starea cuantica "magnetica " (atita timp cit nu se 
aplica un cimp magnetic extern), ceea ce face ca electronul sa aiba aceea§i 
probabilitate de a se gasi in orice direc^ie azimutala . Partea radiala R a 
functici de unda , spre deosebire de nu numai ca variaza cu r, ci §i o face 
in mod diferit pentru fiecare combina^ie de numere cuantice n §i I. Fig. 6.4 
arata grafice ale lui R in func^ie de r pentru starile Is, 2s, §i 2p ale atomului 
de hidrogen. R este maxim in centrul nucleului (r = 0) pentru toate starile 
s, in timp ce este zero in r = pentru toate starile care au moment cinetic. 




Fig. 6.4: Grafice aproximative ale functiilor radiale Ru, R2s, R2p', (cto = 0.53 A). 
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2 2 

dP/dr=47rr R 



Is 



2s 



2p 



I 5 



10 



I 15-^ r (ao) 



Fig. 6.5: Densitatea de probabilitate de a gasi electronul atomului de hidrogen 
intre r §i r + dr fa^a de nucleu pentru starile Is, 2s, 2p. 

Densitatea de probabilitate electronica in punctul r, 9, (j) este propor^ionala 
cu I if) p, dar probabilitatca rcala in clcmentul de volum infinitezimal dV 
este I ip p dV. In coordonate polare sferice 

dV = r'^ suiOdrdedct) , (66) 

§i cum §i $ sunt func^ii normalizate, probabilitatea numerica reala P{r)dr 
de a gasi electronul la o distan^a fa^a de nucleu cuprinsa intre r §i r + dr 
este 

P{r)dr = r'^\R\^ dr r \ sinOde \ $ p # 

Jo Jg 

= r'^\R\^ dr (67) 

P(r) este reprezentata in fig. 6.5 pentru acelea§i stari ale caror func^ii radiale 
R apar in fig. 6.4; in principiu, curbele sunt foarte diferite. Obscrvam 
imediat ca P{r) nu este maxima in nucleu pentru starile s, a§a cum este R, 
avind maximul la o distan^a finita de acesta. Valoarea cea mai probabila a lui 
r pentru un electron Is este exact Oq, care este raza Bohr. Totu§i, valoarea 
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medie a lui r pentru un electron Is este 1.5ao, ceea ce pare ciudat la prima 
vedere, pentru ca nivelele de energie sunt acele§i in mecanica cuantica §i 
in modclul lui Bohr. Aceasta aparenta discrepanta se elimina daca se ^ine 
cont dc faptul ca energia clcctromilui depinde dc 1/r §i nu direct de r, iar 
valoarea medie a lui 1/r pentru un electron Is este exact I/qq. 

Func^ia variaza cu unghiul polar 9 pentru toate numerele cuantice I §i 
mi, excep^ie facind I = mi = 0, care sunt stari s. Densitatea de probabilitate 
I p pentru o stare s este o constanta (1/2), ceea cc inseamna ca , intrucit 
I $ P este deasemenea constanta , densitatea de probabilitate electronica 
I p are aceea§i valoare pentru o valoare a lui r data , in toate direc^iile. In 
alte stari, electronii au un comportament unghiular care uneori ajunge sa fie 
foarte complicat. Aceasta so poatc vcdea in fig. 6. 5, unde se arata densita^ile 
de probabilitate electronica pentru diferite stari atomice in func^ie de r §i 9. 
(Termenul care se reprezinta este | -i/) p §i nu | P dV). Deoarece | ip p este 
independent de (j), o reprezentare tridimensionala a lui | i/" p se ob^ine prin 
rotatia unei reprezentari particulare in jurul unei axe verticale, ceea ce poate 
arata ca densita^ile de probabilitate pentru starile s au simetrie sferica , in 
timp ce toate celelalte nu o poseda . Se ob^in in acest fel loburi mai mult 
sau mai pu^in pronun^ate, care au forme caracteristice pentru fiecare stare 
in parte si care in chimie joaca un rol important in determinarea modului 
in care interac^ioneaza atomii in interiorul moleculelor. 

6N. Nota: 

1. E. Schrodinger a obtinut premiul Nobel in 1933 (impreuna cu Dirac) pen- 
tru "descoperirea de noi forme productive ale teoriei atomice" . Schrodinger 
a scris o remarcabila serie de patru articole intitulata "Quantisierung als 
Eigenwertproblem" ["Cuantizarea ca problema de autovalori"] (I-IV, prim- 
ite la redactia revistei Annalen der Physik in 27 lanuarie, 23 Februarie, 10 
Mai §i 21 lunie 1926). 

6P. Probleme 

Problema 6.1 - Sa se ob^ina formulclc pentru orbitcic stabile si pentru 
nivelele de energie ale electronului in atomul de hidrogen folosind numai 
argumente bazate pe lungimea de unda de Broglie asociataelectronului §i 
valoarea 'empirica ' 5.3 ■ 10~^^ m pentru raza Bohr. 

Soluble: Lungimea de unda a electronului este data de A = ^ in timp 
ce daca egalam for^a electrica cu for^a centripeta , respectiv = 
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obtinem ca viteza electronului estc data dc v = ^ .In aceste conditii, 

lungimea de unda a electronului cstc A = Acum, daca folosim 

valoarea 5.3 x 10~^^m pentru raza r a orbitei electronice, vedem ca lungimea 
de unda a electronului este A = 33 x 10~^^ m. Aceasta lungime de unda are 
exact aceea§i valoare ca circumferin^a orbitei electronului, 27rr = 33 x 10~^^ 
m. Dupa cum sc poate vedea, orbita electronului in atomul dc hidrogen 
corespunde astfel unei unde "inchisa in ea insa§i" (adica de tip sta^ionar). 
Acest fapt se poate compara cu vibra^iile unui inel de alama . Daca lungimile 
de unda sunt un submultiplu al circumferin^ei sale, inelul ar putea continua 
starca sa vibratoric pentru foarte mult timp cu disipare redusa (stari 'proprii' 
de vibratic sau unde sta^ionare) . Daca insa numarul de lungimi de unda nu 
este intreg se va produce o interferen^a negativa pe masura ce undele se 
propaga de-a lungul inelului §i vibra^iile vor disparea foarte rcpcdc. Astfel, 
se poate afirma ca un electron se poate roti indefinit in jurul nuclcului fara a 
radia energia de care dispune atita timp cit orbita confine un numar intreg 
de lungimi de unda de Broglie. Cu acestea, avem condi^ia de stabilitate 

nA = 27rr„ , 

unde Tn este raza orbitei care confine n lungimi de unda . Substituind A, 
avem 



e V m 

§i deci orbitele stabile ale electronului sunt 

_ n?h?eo 
Trme^ 

Pentru nivelclc dc energie, avem E = T+V §i prin substituirea energiilor 
potentials §i cinetica obtinem 

^ 1 2 

E = -mv — , 

2 Aneor 

sau echivalent 

r2 



En = — - 



Substituind valoarea lui r„ in ultima ecua^ie obtinem 



E, 



me^ ( 1 
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Problema 6.2 - Teorema lui Unsold spune ca , pentru orice valoare 

a numarului cuantic orbital /, dcnsitatile de probabilitate, sumate peste 
toate substarile posibile, de la mi = —I pina la m; = +1 dau o Constanta 
independents de unghiurile 9 sau <p, adica 

+1 

mi=-l 

Aceasta teorema arata ca orice atom sau ion cu substari inchise prezinta 
o distribu^ie sferic simetrica de sarcina electrica . Sa se verifice teorema 
Unsold pentru Z = 0, / = 1 §i / = 2. 

Solutie: Avem pentru I = 0, 0oo = §i $o = l/v^, deci vedem 

ca 

I eo,o I'l ^0 1'= ^ . 

Pentru I = 1 avem 

+1 

E I ®im I'l f=\ ©1,-1 I'l ^-1 I' + I 01,0 I'l ^0 I' + I ei,i f\ $1 

mi=-l 



2 



Pe de alta parte functiile de unda sunt: 6i,_i = {V3/2)sin6, $_i = 

(l/V2^)e-^<^, 61,0 = {VG/2)cose, $0 = 1/^2^, = (^/3/2)sm0, $1 = 
(l/\/27r)e*''^ , care substituite in ecua^ia anterioara conduc la 



m(=-l 

§i din nou ob^inem o constanta . 
Pentru 1 = 2 avem 

+2 

E I ^im Pi ^mi P= 

mi=-2 

1 02,-2 Pi $-2 Pi 62,-1 Pi p + 1 62,0 pi $0 p + 1 62,1 pi $1 p + 1 62,2 

§i functiile de unda sunt: 62,-2 = {V^/A)sin^e, ^>-2 = (l/V27f)e-2*<^, 
62,-1 = {■\r^/2)sinecose, $_'i = {l/^/2^)e-^^, 62,0 = (^/4)(3cos20 - 
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1), $0 = 1/^2^, 62,1 = {VT5/2)sin9cos9, $i = {l/V2Tr)e''^, 62,2 = 
(\/l5/4)sin^6', ^>2 = (l/\/27r)e^*''^, care substituite in ecua^ia anterioara dau 



47r ' 



+2 



m; = -2 

ceea ce din nou verifica teorema Unsold. 



Problema 6.3 - Probabilitatea de a gasi un electron atomic a carui 
func^ie de unda radiala este cea de stare fundamentals Rio{r) in afara unei 
sfere de raza Bohr uq centrata in nucleu este 



roc 
Jao 



Sa se calculeze probabilitatea de a gasi electronul in starea fundamental^ 
atomica la o distanta de nucleu mai mare de uq. 

Soluble: Func^ia de unda radiala care corespunde starii fundamentale 
este 



Rioir) 



3/2 



-r/ao 



Substituind-o in integrala ob^inem 



/ I i?(r) p r^dr = — r^e-^'^/^^dr , 

Jao 0,0 Jao 



sau 



roo 

/ \R(.r) 

Jao 



2 3 
^„2 -2r-/ao _ ^„g-2r/oo _ ^ -2r/ao 

2 2 4 



ao 



Aceasta ne conduce la: 



roo 

/ I R{r) p r^dr 

Jao 







care este probabilitatea ceruta in aceasta problema . 
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7. CIOCNIRI CUANTICE 



Introducere 

Pentru ini^iere in teoria cuantica de impra§tiere ne vom servi de rezultate 
deja cunoscute dc la imprastierea clasica in cimpuri centrale si vom pre- 
supune anumite situa^ii care vor simplifica calculele fara insa a ne indeparta 
prea mult de problema "reala" . §tim ca in studiul experimental al unei cioc- 
niri putem ob^ine date care ne pot ajuta sa intelegem distribu^ia materiel 
"^inta", sau mai bine spus interactiunea intre fasciculul incident §i "^inta". 
Ipotezele pe care le vom presupune corecte sunt: 

1) Particulele nu au spin, ceea ce nu inseamna ca acesta nu este important 
in ciocniri. 

ii) Nc vom ocupa numai de dispersia elastica pentru care posibila struc- 
tura interna a particulelor nu se ia in considerare. 

iii) Tinta este suficient de sub^ire pentru a putea neglija impra§tierile 
multiple. 

iv) Interactiunile sunt descrise printr-un potential care depinde numai 
de pozi^ia relativa a particulelor. 

Aceste ipoteze elimina o serie de efecte cuantice §i ma resc corectitudinea 
unor rezultate bazice din teoria ciocnirilor clasice. Astfel definim: 



unde da cstc clcmcntul de unghi solid, Iq este numarul de particule incidente 
pc unitatc dc arie §i Idil este numarul de particule dispersate in elementul 
de unghi solid dil. 

Cu aceste concepte binecunoscute §i cu ajutorul marimii asimptotice 
parametru de impact b asociat fiecarei particule clasice incidente ajungem 
la importanta formula clasica 



Daca dorim sa cunoa§tem in termeni cuantici fenomenologia de cioc- 
nire, trebuie sa studiem evolu^ia in timp a unui pachet de unde. Fie Fj 
fiuxul de particule al fascicolului incident, adica , numarul de particule pe 
unitate de timp care intersecteaza o suprafata unitara transversala axei de 
propagare. Vom pozi^iona un detector departe de zona de ac^iune efectiva a 



da _ I{e,ip) 
dn ~ lo 




da 

dn 



sinO'de 



b ,db 



(2) 
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poten^ialului, care subintinde un unghi solid dQ; cu acesta putem inregistra 
numarul de particule dn/dt dispersate in unitatea de timp in dQ in direc^ia 




dn/dt este proportional cu dQ §i Fi. Sa numim a{9,(p) coeficientui de 
propor^ionalitate intre dn §i FidQ,: 

dn = a{e, (p)Fidn , (3) 

care este prin defini^ie sec^iunea diferen^iala transversala . 

Numarul de particule pe unitatea de timp care ajung la detector cstc egal 
cu numarul de particule care intersecteaza o suprafata a{6, Lp)dQ situata 
perpendicular pe axa fasciculului. Sec^iunea totala de dispersie este prin 
defini^ie: 

a = J a{9, ip)dn . (4) 

Cum putem orienta axele de coordonate conform alegerii dorite, o vom 
face in a§a fel fasciculului incident de particule sa coincida cu axa z 

(aceasta pentru simplificarea calculelor, unde vom folosi coordonatele sferice). 
In regiunea negativa a axei, pentru t negativ mare, particula va fi practic 
libera : nu este afectata de V{r) §i starea sa se poate reprezenta prin unde 
plane. Prin urmare func^ia de unda trebuie sa con^ina termeni de forma 
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e*^'^, unde k este constanta care apare in ecua^ia Helmholtz. Prin analogie 
cu optica, forma undei dispersate este: 

pikr 

fir) = —. (5) 

Intr-adevar: 

(V^ + k'^)e'^'' ^ (6) 



§1 .^^ 

{V^ + k^)— = {) (7) 
r 



pentru r > tq, unde tq este orice numar pozitiv. 

Presupunem ca mi§carea particulei este descrisa de Hamiltonianul: 

H = ^ + V = Hq + V . (8) 

V este diferit de zero numai intr-o mica vecinatate in jurul originii. §tim 
ca un pachet de unde in t = se poate scrie: 

V^(r, 0) = ( ¥p(k) exp[ik • (r - ro)]d=^k , (9) 

(27r)2 J 

unde "0 este o func^ie semnificativ nenula in segmentul (largimea) Ak centrat 
in jurul lui ko- Presupunem deasemena ca ko este paralel la ro, dar de sens 
opus. Pentru a vedea in mod cantitativ ce se intimpla cu pachetul de unde 
cind la un moment ulterior ciocne§e ^inta §i este dispersat de aceasta ne 
putem folosi de dezvoltarea lui V'(r,0) in func^iile proprii ipn{^) ale lui H, 
respectiv '0(r, 0) = Cnipni}^)- Astfel, pachetul de unde la timpul t este: 

i){r,t) = ^c„(^„(r)exp(-^£;ni) • (10) 

Aceasta este o func^ie proprie a operatorului Hq §i nu a lui i?, dar putem 
substitui aceste functii proprii cu functii proprii particulare ale lui H, pe care 
le vom nota cu ijj^^ (r). Forma asimptotica a acestora din urma este de tipul: 



V^(+)(r)^e'''- + f(r)— , (11) 



r 



unde, cum este uzual, p = §i = 
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Aceasta corespunde unei undc plane ca fascicul incident §i o unda sferica 
divergenta, despre care se poate spune ca este rezultatul interac^iunii intre 
fascicul §i ^inta. Accstc solu^ii ale ec. Schrodinger exista in realitate, §i 
putem dezvolta V'(r,0) in unde plane §i 

i^ir, 0) = y ^(k) exp(-ik • ro)M^)d^k , (12) 

unde tiu = . Se poate spune deci ca unda sferica divergenta nu are nici 
o contribu^ie la pachetul de unde initial. 

Impra§tierea unui pachet de unde 

Orice unda sufera in cursul propagarii o dispersie. De aceea nu se poate 
ignora efectul undei divergente din acest punct de vedere. Se poate folosi 
urmatorul true: 



^ = ^k'= 2^[ko + (k - ko)]^ = ^[2ko • k - kg + (k - ko)^] , (13) 

pentru a neglija ultimul termen in paranteze. Substituind u) in ip, cerem ca: 
^(k - ko)^r « 1, unde T = ^ gi deci: 

<^ « 1 . (14) 

Aceasta condi^ie ne spune ca pachetul de unde nu se disperseaza in mod 
apreciabil chiar §i atunci cind se deplaseaza pe o distanta macroscopica rg. 

Alegind directia vectorului k al undei incidente de-a lungul uneia dintre 
cele trei direc^ii carteziene, putem scrie in coordonate sferice 

fa(r,g,9^)^e^fe^ + ^(^-y'' ■ 

Intrucit H, operatorul Hamiltonian (que hemos considerat pina acum nu 
ca operator pentru ca rezultatele sunt acelea§i) este invariant la rotatiile in 
axa z, putem alege conditiile de frontiera deasemenea invariante, astfel ca : 

Acest tip de func^ii se cunosc ca unde de impra§tiere. Coeficientul f(d) al 
undei divergente se cunoa§te ca amplitudine de impra§tiere. 
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Amplitudinea de probabilitate in impra§tieri 

Ecua^ia Schrodinger de rezolvat este: 



= + ^^^^ 

Expresia 

P(r,t) = ^*(r,t)^(r,t) = |^(r,t)p (16) 

se interpreteaza , cf. lui Max Born, ca o densitate de probabilitate daca 
func^ia de unda se normalizeaza astfel ca: 

J |V(r,t)|2dV=l . (17) 

Desigur integrala de normalizare a lui tp trebuie sa fie independenta de 
timp. Acest lucru se poate nota in felul urmator: 

§i din ec. Schrodinger: 

rezulta : 

2m Jn 2m Jn 

= ^ - {Vr)^]ndA , (20) 

unde s-a folosit tcorcma Green pentru evaluarca integralei de volum. dA este 
elementul de suprafa^a pe frontiera care delimiteaza regiunea de integrare §i 
[ ]„ denota componenta in direc^ia normala la elementul de suprafa^a dA. 
Definind: 

S(r,t) = ^[rVV-(Vr)V'] , (21) 

ob^inem: 

1 = ^ [ P(r,i)dV = - / V • SdV = - / SndA , (22) 
ot Jn Jn J A 
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pentru pachete de unda in care se pune zero la distance mari §i integrala 
de normalizare converge, integrala de suprafa^a este zero cind Q, este tot 
spa^iul. Se poate demonstra (se poate consulta P. Dcnncry &: A. Krzywicki, 
Mathematical methods for physicists) ca integrala de suprafata cstc zero, 
astfel ca integrala de normalizare este constanta in timp §i deci se satisface 
cerin^a ini^iala . Din aceea§i ecua^ie pentru S obtinem: 

^^ + V-S(r,t)=0, (23) 

care este o ecua^ie de continuitate cu fluxul de densitate P §i curent de den- 

sitatc S, fara nici un fcl de surse (pozitive sau negative). Daca interpretam 
ca un fel de 'operator' viteza (ca §i in cazul timpului nu se poate vorbi 
de un operator viteza in sens riguros), atunci: 

S(r,t) = Re(iP*—Vil^) . (24) 
im 

Calculul efectiv al densita^ii de curent pentru o unda de impra§ticrc este de 
tip 'true' §i nu il consideram ilustrativ. Rezultatul final este > = ;^|/(^)P, 
unde direc^ia ^ = nu se include. 



Func^ia Green in teoria de impra§tiere 

O alta forma de a scrie ecua^ia Schrodinger de rezolvat este (~^V^+1^)^ = 
EiP sau (V2 + k'^)i; = Ui> undo: = ^ U = 

Rezulta mai convenabil de transformat aceasta ecua^ie la o forma inte- 
grala . Aceasta se poate face daca vom considera Uijj din partea dreapta a 
ecuatici ca o inomogcncitatc, ccca cc ne permite sa construim solutia ccuatiei 
cu ajutorul func^iei Green (nucleu integral), care prin defini^ie este solutia 
lui: 

(V2 + A:2)G(r,r') = 5(r-r') . (25) 

Solutia ecua^iei Schrodinger se da ca suma solu^iei ecua^iei omogene §i a 
solu^iei inomogene de tip Green: 

V'(r) = A(r) - J G(r,r')U(r')V'(r')d^r' . (26) 

Cautam acum o functic G care sa fic un produs de fun^ii linear indepen- 
dente, cum sunt de exemplu undclc plane: 

G(r,r' = J AicOe'^^^^-^'^q . (27) 
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Folosind ecuatia avem: 

J A{q){k^ - g2)e^i- = ^(r - r') , (28) 

care se transforma intr-o identitate daca : 

^(q) = (2^)-3(A;2-g2)-i . (29) 

De aici rezulta : 

1 f e*''^ 
{2^ J fc2^2' 

cu i? = |r — r'|. Dupa un calcul folosind metode de variabila complexa 



1 pikR 

G(R) = . (31) 



^(■■.•^O-tt^/t^-sA, (30) 

r'|. Dup 

ajungem la: 

Aceasta func^ie nu este determinata in mod univoc; functia Green poate 
fi oricare soluble a ecua^iei 25; Alegerea uneia particulare se face prin im- 
punerea condi^iilor de frontiera asupra functiilor proprii ipki^)- 

Punc^ia Green ob^inuta in aceste condi^ii este: 

/ ik\T-r'\ \ 

G(^.--') = -(j^) . (32) 

In acest fel, ajungem la ecuatia integrala pentru functia de unda de 
ciocnire: 

/■ pik\r-r'\ 

^Pik, r) = ^{k, r) - — 2 / rUir'mk, r)dr , (33) 

unde ip este o soluble a ecuatiei Helmholtz. Notind |r — r'| = R: 

(V2 + k'^)ij = (V2 + + J G(r,r')[/(r')V(r')(iV] (34) 

§i presupunind ca putem schimba ordinea opera^iilor §i pune operatorul 
in interiorul integralei: 

(V2 + k^)ij = y"(V2 + k^)G{r, r')U{v')^{T')d?r' = U{r)ij{r) , (35) 

ceea ce ne arata ca se verifica faptul ca G{R) = ^^-^ este solu^ie. 
^°Se poate vedea problema 7.1. 
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Teorema optica 

Sec^iunea diferen^iala totala este data de: 

/d(j 
^dn . (36) 

Sa exprimam acum f{9) ca func^ie de §iftul de faza Si{k) = e^*'''^'^^ in 

1 OO 

/(^) = I E(2^ + ^y^'^"^ smSiik)Pi{cose) (37) 



forma 



atunci 



r 1 °° 

^tot = / W E(2^ + ^y''^'^ sm6i{k)Pi{cose)] 
■' '^1=0 

/I oo 
[- ^ {21' + l)e'^" ('^^ sin 5, ik)P, (cos 6)] . (38) 

Folosind acum / Pi{cos 6) Pi/ {cos 6) = i^^^w obtinem 

'^tot = T2 E(2^ + 1) sin^KA;)' . (39) 
/=o 

Ceea ce ne intereseaza este ca : 

oo 1 oo 

Im/(0) = -^(2Z + l)Im[e*^'«sin5,(fc)]^'i(l) = + I) sin 5i{kf = 

1=0 1=0 



^a,ot . (40) 



Aceasta rela^ie este cunoscuta ca teorema optica . Semnifica^ia sa fizica 
este ca intcrfcrcnta undci incidentc cu unda dispersata la unghi zero pro- 
duce "ie§irea" particulei din unda incidenta , ceea ce permite conservarea 
probabilita^ii. 



Aproxima^ia Born 

Sa consideram situa^ia din Fig. 7.2: 
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Fig. 7.2 



Punctul de observare M este departe de P, care se afla in regiunea de 
influenta a potentialului [/, cu r ^ L, r' ^ /. Scgmcntul MP, care core- 
spunde la |r — r'|, este in aceste condi^ii geometrice aproximativ egal cu 
proiec^ia lui MP pe MO: 

|r — r'l ~ r — u • r' , (41) 
unde u este vectorul unitar (versor) in direc^ia r. Atunci, pentru r mare: 

G = -^^ J. c^r^oo -^—e-^'^-^ . (42) 

47r |r — r'l Air r 

Substituim G in expresia integrala a func^iei de unda de ciocnire pentru a 
ob^ine: 

V;(r) = e'''^ - —— f e-^'="-'?7(r')^(r')rfV' . (43) 

Att r J 

Aceasta deja nu mai este o func^ie de distan^a r = OM, ci numai de 9 §i ip; 
atunci: 

f{e,ij) = -^j e"'''" ■'■[/(r')^(r')dV . (44) 

Definim acum vectorul de unda incident k; ca un vector de modul k dirijat 
de-a lungul axei polare a fasciculului astfel ca : e*'^^ = e*'*' '"; similar, kj, de 
modul k §i cu directia fixata prin 6 §i ip, se nume§te vector de unda 'deplasat' 
in directia {0,ip): kj = A;u 

Vectorul de unda transferat in directia (9, ip) se introduce prin: K = 
kd - ki. 
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Fig. 7.3 

Cu aceasta, putem scrie ecua^ia integrala de dispersie in forma: 

^(r) = e^*^--"" + J G{r,r')U{r')i;{r')(fr' (45) 

Acum putem incerca rezolvarea acestei ecua^ii in mod iterativ. Punind 
r ^ r'; r' — > r", putem scrie: 

^(r') = e^^'-^' + J G{r',r")U{r")tP{r")d^r" . (46) 

Substituind in ^ ob^inem: 

^(r) = e^^^-'- + J G(r,r')C/(r')e^'''-'"'dV+ 

J J G{r,r')U{r')G{r',r")U{r")i;{r")d^r"d^r' . (47) 

Primii doi termeni din partea dreapta sunt cunoscu^i §i numai al treilea 
confine functia necunoscuta Putem repeta acest procedeu: inlocuind 

r cu r" si r' cu r'" ob^inem ip{r") , pe care putem sa o reintroducem in ec. 



1471 

^^r) = e'^'-" + J G(r,r')?7(r')e*'^'-"' + 
G(r, r')C/(r')G(r', r")U{r")e'^'-''" d^r'd^r"+ 

G(r, r')f/(r')G(r', r")U{r")e^^'-''" G{r" ,r"')U{r"')4^{r"') . (48) 

Primii trei termeni sunt cunoscu^i; functia necunoscuta ip{v) se afla in al 
patrulea termen. In acest fel, prin itera^ii construim functia de unda de dis- 
persie sta^ionara . Notam ca fiecare termen in dezvoltarea in serie prezinta o 
putere superioara in potential fa^a de eel precedent. Putem continua in acest 
fel pina cind obtinem o expresie neglijabila in partea dreapta , §i ob^inem 
^{r) in func^ie numai de marimi cunoscute. 
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Substituind expresia lui V'(r) in f{9, ip) ob^inem dezvoltarea in serie Born 
a amplitudinii de impra§tiere. Limitindu-ne la primul ordin in U, trebuie 
sa se faca doar substituirea lui il>{r') cu e*^' "" in partea dreapta a ecua^iei 
pentru a ob^ine: 

47r y Att J 

^ J e-'^-''U{Y')(fr' (49) 

K este vectorul de unda transferat definit mai inaite. Vedem ca sec^iunea 
de dispersie se rela^ioneaza in mod simplu cu poten^ialul, daca ^inem cont 
de V{r) = £c/(r) §i u{e,ip) = |/(6',</?)p. Rezultatul este: 

a^^\eM = ^,\j^-'''-''v{v)d\\' (50) 

Direc^ia §i modulul vectorului undei dispersate K depinde de modulul k 
al lui ki §i k(j precum §i de direc^ia de impra§tiere {0, tp). Pentru if da^i, 
sec^iunea eficace este o func^ie de k, energia fasciculului incident. Analog, 
pentru o energie data , a^^^ este o functie de 9 si (p. Aproxima^ia Born per- 
mite ca studiind varia^ia sec^iunii eficace diferen^iale in functie de direc^ia de 
impra§tiere §i energia incidents sa ob^inem informa^ii asupra poten^ialului 
V{r). 

7N. Nota : Unul dintre primele articole de impra§tiere cuantica este: 

M. Born, "Quantenmechanik der Stossvorgange" ["Mecanica cuantica a pro- 

ceselor de ciocnire"], Zf. f. Physik 37, 863-867 (1926) 

7P. Probleme 

Problema 7.1 

Calculul de variabila complexa a func^iei Green 

Reamintim ca am ob^inut deja rezultatul: 

G(r,r') = pip- / -j^z^d^q , cu i? = |r — r'|. Cum d^q = sin OdqdOdcf), 
ajungem, dupa ce intcgram in variabilele unghiulare , la: 

^'y^^ ^ ) - 4^ J-oo — — (i^^ ■ 
Sa punem: C = . \r> ; §i sa separam integrala in doua par^i: 
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Sa facem acum q — —q in prima intcgrala : 

roo>Tf^(-?)^(-?) = /o;°° ^^dq = - ^qdq 
astfel ca : 

G{v,v') = -2C{r^g^dq). 
Substituind C, obtinem: 

Gi-^-') = ^!-o.^dq 

In aceasta forma integrala se poate evalua cu ajutorul reziduurilor polilor 
pe care ii poseda , folosind metodele de variabila complexa . Notam ca exista 
poli simpli in pozi^iile q =1 k. 




Fig. 7.4: Reguli de contur in jurul polilor pentru G+ §i G_ 

Folosim conturul din figura 7.4, care inconjoara polii in modul aratat, 
pentru ca acesta da efectul fizic corect, pentru ca de acord cu teorema rezidu- 
urilor, 

G{r) = -i^^^ (lmfc>0), 
G{r) = -i^'^ (lmfc<0) 

Solu^ia care ne intereseaza este prima, pentru ca da unde dispersate 
divergente, in timp ce a doua solu^ie reprezinta unde dispersate convergente. 
Mai mult, combina^ia lineara 

i Iimg^o[Gfe+ie + Gjt-ie] = -^^^fr^ 
corespunde undelor sta^ionare. 
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Evaluarea formala a intcgralci sc poate face luind — —>■ + ie — , 
a^tfel ca : J^^ ^dq ^ JZ^ j^^dq . 

Aceasta este posibil pentru i? > 0, de aceea conturul pentru calcul va fi 
situat in semiplanul complex superior. Astfel, polii intcgrantului sc afla in: 
q =1 + fe {k + H). Procedcul de luare a limitei cind e — >■ trebuie 
efectuat dupa evaluarea integralei. 



Problema 7.2 

Forma asimptotica a func^iei radiale 

Cum s-a vazut deja in capitolul Atomul de hidrogen partea radiala a ec. 
Schrodinger se poate scrie: 

(1^ + Ti)Rnlm{r) - |?[F(r) _+ M^]i?,,^(r) + '-^KUr) = 0. 
n,l,m sunt numerele cuantice sferice. De acum inainte nu se vor mai scrie 
din motive de comoditate. R este func^ia de unda radiala (depinde numai 
de r). Vom presupune ca poten^ialele cad la zero mai repede decit 1/r, §i 
in plus ca lim^-jo r^V{r) = 0. 

Folosim acum u(r) = rR, si cum: (-^ + -4^)- = --^u, avem 

V / ? ^ V ^j.^ r dr ' r r dr-' ' 



Notam ca poten^ialul prezinta un termen suplimentar: 

V{r) - V{r) + , 
care corespunde unei bariere centrifugale repulsive. Pentru o particula libera 

V{r) = §i ecua^ia devine 

Introducind variabila p = kr, ob^inem 

dfr p dp p-' 

Solu^iile acestei ecua^ii sunt a§a numitele funciii Bessel sferice. Solu^ia 
regulara este: 

iar cea iregulara : 

nKP) = -(-py(i|y(^). 

Pentru p mare, functiile de interes sunt func^iile Hankel sferice: 

hi'hp) = Ji{p) + iniip) §i hf\p) = [hf\p)r . 

De interes deosebit este comportamentul pentru p^ I: 

1 Itt 

jl{p) ^ -sm{p - —) (51) 

P L 

1 Itt 

"Kp) - — cos(p-— ). (52) 
p z 
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§i atunci 

~ _ig»(p-W2) 

Solu^ia regulara in origine este: Ri{r) = ji{kr) 
Forma asimtotica este (folosind ec. |5l|) 

Problema 7.3 
Aproxima^ia Born pentru poten^iale Yukawa 

Sa consideram un potential de forma: 

V{r) = Vo- , (53) 

r 

cu Vo §i a constante reale §i a pozitiva . Poten^ialul este atractiv sau re- 
pulsiv in functie de semnul lui Vb; cu cit este mai mare |Vb|, cu atit este 
mai intens poten^ialul. Presupunem ca |Vo| este suficient de mic pentru ca 
aproxima^ia Born sa func^ioneze. Conform formulei ob^inute anterior, am- 
plitudinea de dispersie este data de: 

Cum acest potential depinde numai de r, integrarile unghiulare se pot 
face u§or, ajungind astfel la forma: 

/(^)(^,^) = ^2^^/-sin|K|r^rdr . 
A§adar, ob^inem: 
/(^)(^,^)=-^^. 

Din figura se observa ca : |K| = 2A: sin |; prin urmare: 
a(B)(0) = ^""^0 1 ^ 

^ ' [a2+4fc2sinf]2 ' 

Sec^iunea totala se ob^ine prin integrare: 

^(B) _ f niB) ( a\rlCl - 4m2y2 
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8. UNDE PARTIALE 



Introducere 

Metoda undclor partialc se rcfcra la particule care interact ioneaza intr-o 
regiune restrinsa de spatiu cu o alta, care prin caracteristicilc sale este cunos- 
cuta ca centru de impra§tiere (de exemplu faptul ca se poate considera fixa 
). In afara acestei regiuni, interac^ia intre cele doua particule se poate con- 
sidera neglijabila . In acest fel este posibil sa se descrie particula impra§tiata 
cu urmatorul Hamiltonian: 



H = Ho + V , (1) 

unde Hq corespunde Hamiltonianului de particula libera . Deci problema 
noastra este de a rezolva urmatoarea ecua^ie: 

{Ho + V)\^l;) = E\^l;) . (2) 

Este evident ca spectrul va fi continuu (studiem cazul impra§tierii elas- 
tice). Solu^ia ecua^iei precedente este data de: 

I V') = I I </>) ■ (3) 

Cu o analiza u§oara putem sa vedem ca pentru V = ob^inem solu^ia 
I 0), adica , solutia corespunzatoare particulei libere. Trebuie notat ca 
operatorul -^^jj^ intr-un anumit sens este anomal, pentru ca are un continuu 
de poll pe axa reala care coincid cu valorile proprii ale lui Hq. Pentru 
a 'scapa' de aceasta problema sa producem o mica deplasare in direc^ia 
imaginara (±ie) a taieturii de pe axa reala : 

Aceasta ecua^ie este cunoscuta ca ecua^ia Lippmann-Schwinger. In final 
dcplasarea polilor va fi in sens pozitiv dc la axa imaginara (pentru ca prin- 
cipiul de cauzalitate sa nu fie violat [cf. Feynman]). Sa luam reprezentarea 
x: 

(X I V'^) = (X I ^) + I d'x ^xl-^— i-^|x'^ (x I y I . (5) 
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Primul termen din partea dreapta corespunde unei particule libere in 
timp ce al doilea termen se interpreteaza ca o unda sferica care 'iese' din 
centrul de impra§tiere. Nucleul integralei anterioare se poate asocia cu o 
func^ie Green (sau propagator) §i este foarte simplu sa se calculeze: 

Gr±(x,x) = — (x| |x\ = - — ? (6) 

' ' 2m\^E-Ho±ie^ / 47r | x - x' | ' 

unde E = Ti^k"^ /2m. A§a cum am vazut mai inainte func^ia de unda se poate 
scrie ca o unda plana plus una sferica care iese din centrul de impra§tiere 
(pina la un factor constant): 



pikr 

(x|V+) = e^-" + — /(k,k'). (7) 



r 

Marimea /(k, k ) care apare in ec. 7 se cunoa§te ca amplitudine de 
dispersie §i se poate scrie explicit in forma: 

/(k,k') = -i-(27r)3^(k'|y|V'+). (8) 
Sa definim acum un operator T astfel ca : 

T\<t>) = V\^P+) (9) 

Daca mTiltiplicam ecua^ia Lippmann-Schwinger cu V §i folosim defini^ia 
anterioara ob^inem: 

T\4>) = v\ 4>) + v I ^. T I 4>) ■ (10) 

Iterind ecuatia anterioara (ca in teoria de perturba^ii) putem ob^ine aproxima^ia 
Born §i corec^iile sale de ordin superior. 



Metoda undelor par^iale 

Sa consideram acum cazul unui potential central nenul. In acest caz, pe 
baza defini^iei (9) se deduce ca operatorul T comuta cu si L; de aici se 
spune ca T este un operator scalar. In acest fel pentru a u§ura calculele 
este convenabil sa se foloseasca coordonate sferice, pentru ca data simetria 
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problemei, operatorul T va fi diagonal. Acum, sa vedem ce forma ia expresia 
(8) pentru amplitudinea de dispersie: 

/(k,k') = const. Yl J j ^^'^^ I E'l'm'){E'l'm' \ T \ Elm){Elm \ k) , 

(11) 



Iml m 



unde const. = — J-^i'''-^3 



47r 



(27r) . Dupa citeva calcule se ob^ine: 



/(k,k') = -^5:5:rK£;)i^-(k')i^-*(k) . 



(12) 



Alegind sistcmul de coordonatc astfel ca vectorul k sa aiba acceasi directie 
cu axa orientata z, se ajunge la concluzia ca la amplitudinea de dispersie 
vor contribui numai armonicele sferice cu m egal cu zero; daca definim 9 ca 
unghiul intra k §i k vom avea: 



Cu urmatoarea defini^ie: 



>2l + l 
Att 



PiicosO) . 



TTTliE) 



ec. (12) se poate scrie in forma urmatoare: 

oo 

/(k,k') = fie) = J2{2i + i)fi{k)Piicose) . 



(13) 



(14) 



(15) 



1=0 



Pentru fi{k) se poate da o interpretare simpla pe baza dezvoltarii unei 
unde plane in unde sferice. Astfel putem scrie func^ia (x | ■ip'^) pentru valori 
mari ale lui r in forma 

„ikr 



(27r)3/2 



(x I V+) = 

Y{2l + l)Pi{cos9) 
. ; 

1 



(27r)3/2 



ikz 



_^Vf2l + i):^^^ 

(27r)3/2 Y "^ik 



2ikr 

[l + 2ikfi{k)] 



+ ^(2/ + l)/;(fe)PKcos 
I 



ikr 



(16) 



Aceasta exprcsic sc poate intcrprcta dupa cum urmeaza . Cei doi termeni 
exponen^iali corespund unor unde sferice, primul unei unde emergente §i al 
doilea uneia convergente; in plus efectul de impra§tiere se vede convenabil in 
coeficientul undei emergente, care este egal cu unu cind nu exista dispersor. 
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Deplasari (§ifturi) de faza 



Sa ne imaginam acum o suprafa^a inchisa centrata in dispersor. Daca pre- 
supunem ca nu exista creare §i nici anihilare de particule se verifica : 



/ 



j • = , (17) 

unde regiunea de integrare este suprafat definita mai inainte §i j este densi- 
tatea de curent de probabilitate. In plus, datorita conservarii momentului 
cinetic ecua^ia anterioara trebuie sa se verifice pentru fiecare unda par^iala 
(cu alte cuvinte, toate undele partiale au diferite valori ale proiec^iilor mo- 
mentului cinetic, ccca cc Ic face diferite. Formularea teoretica ar fi echiva- 
lenta daca se considera pachetul de unde ca un flux de particule care nu 
interac^ioneaza intre ele; mai mult, pentru ca poten^ialul problemei noastre 
este central, momentul cinetic al fiecarei "particule" se va conserva ceea ce 
ne permite sa spunem ca particulele continua sa fie acelea§i). Cu aceste 
considera^ii, putem sa afirmam ca atit unda divergenta cit §i cea emergenta 
difera eel mult printr-un factor de faza . Deci, daca definim: 

Si{k) = l + 2ikfi{k) (18) 

trebuie sa avem 

I Si{k) 1= 1 . (19) 

Rezultatele anterioarc se pot interpreta cu ajutorul conservarii proba- 
bilita^ilor §i erau de 'a§teptat' pentru ca nu am presupus ca exista crearc §i 
anihilare de particule, astfel ca influenza centrului dispersor consista pur §i 
simplu in a adauga un factor de faza in componentele undelor emergente §i 
in virtutea unitarita^ii factorului de faza il putem scrie in forma: 

Si = e^^*' , (20) 

unde di este real §i este func^ie de k. Pe baza defini^iei (18) putem sa scriem: 

^ e-^iSi _ 1 ^ e^^' smjSi) ^ 1 

2ik k kcot{Si)-ik ' ^ ' 

Sec^iunea total de impra§tiere ia forma urmatoare: 

(Ttotal = J I f{0)\^dn = 
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r^'dcl) d(cos(e))^^(2/ + 1)(2Z' + l)e'^' sm{6i)e'^i' sm{6i>)PiPi> 

K Jo J —1 I , 



I I 



(22) 



Determinarea §ifturilor de faza 

Sa consideram acum un potential V astfel ca se anula pentru r > R, unde 
parametrul R se cunoa§te ca "raza de ac^iune a poten^ialului" , astfel ca 
regiunea r > R evident trebuie sa corespunda unei unde sfcricc libera (neper- 
turbata ). Pe de alta parte, forma cea mai generala de dezvoltare a unei 
unde plane in unde sferice este: 



(x|V+) = ^^^E^'(2^ + l)^'W^'Kcos^) (r>i?) , 



unde coeficientul Ai este prin defini^ie: 



(23) 



(24) 



§i unde /i^^ §i /ip^ sunt func^iile Hankel sferice ale caror forme asimpto- 



tice sunt: 



hi - 



i{kr-l-n-/2) 

ikr 

g-i(fer-/7r/2) 



' ikr 
Examinind forma asimptotica a expresiei (23) care este: 

1 



se poate vedea ca : 



gifer g— — In) 



2ikr 



2ikr 



.(2) _ 



1 



(25) 



(26) 



"2" '^i 2 

Aceasta permite scrierca functici dc unda radiala pentru r > -R in forma: 



Ai = e^"^' [cos Si ji{kr) — sin Sini{kr)] 



(27) 
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Folosind ecua^ia anterioara putem evalua evalua derivata sa logaritmica 
in r=R, i.e., exact la frontiera zonei de ac^iune a poten^ialului: 



j'l COS 6i — n'l (kR) sin 6i 
ji cos Si - ni{kR) sm 5i 



(28) 



ii este derivata lui ji in raport cu kr §i evaluata m. r = R. Alt rezultat 
important pe care il putem ob^ine cunoscind resultatul anterior este §iftul 

fctZ8l ' 

kRjAkR) - pijAkR) 
tan5, = ^7 { — — T • (29) 

kRuiikR) - piniikR) ^ ' 

Pentru a ob^ine solu^ia completa a problemei in acest caz este necesar 
sa se faca calculele pentru r < R, adica , in interiorul razei de ac^iune al 
potcntialului. Pentru cazul unui potential central, ecua^ia Schrodinger in 
trei dimensiuni este: 

unde ui = rAi(r) este supusa condi^iei de frontiera ui \r=o = 0. Astfel, 
putem calcula derivata logaritmica, care in virtutea proprieta^ii de continu- 
itate a derivatei logaritmice (care este echivalenta cu continuitatea derivatei 
intr-un punct de discontinuitate) ne conduce la: 

Pi \interior— Pi \exterior ■ (^1) 



Un exemplu: impra§tierea pe o sfera solida 

Sa tratam acum un caz specific. Fie un potential definit prin: 

F=/°° (32) 

Se §tie ca o particula nu poate penetra intr-o regiune unde poten^ialul 
este infinit, astfel ca func^ia de unda trebuie sa se anuleze in r = i?; din 
faptul ca sfera este impenetrabila rezulta deasemenea ca : 

Mr) \r=R= . (33) 

Astfel, din ec. (27) avem: 

ni{kR) 
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Se vede ca se poate calcula u§or §iftul de faza pentru orice I. Sa con- 
sideram acum cazul I = (impra§tiere de unda s) pentru care avem: 

6i = -kR 

§i din ec. (27): 

. , , sinfcr - cosA;r . . 1 . /, <■ n /o^x 

Ai=o{r) ~ — cos do -\ ; smdo = — sin(fcr + do) . (35) 

kr kr kr 

Vedem ca fa^a de mi§carea libera exista o contribu^ie adi^ionala de o faza . 

Este clar ca intr-un caz mai general diferitele unde vor avea diferite §ifturi de 

faza ccea ce provoaca o distorsie tranzitorie in pachetul de unde dispersat. 

Sa studiem acum cazul energiilor mici, i.e., kR « 1. In acest caz, expresiile 

pentru func^iile Bessel (folosite pentru a dcscrie func^iile Hankel sferice) sunt 

urmatoarele: 



{21 - 1)!! 

(kr) 

care ne conduc la: 



da 

total 



^^-^'= (2/ + l)[(2Z-l)!!F - 

Din aceasta formula putem sa vedem ca o contribu^ie apreciabila la §iftul 
de faza este dat de undele cu Z = §i cum = —kR ob^inem pentru 
sec^iunea eficace: 

= / = AttR^ . (39) 

De aici se ajunge la concluzia ca sectiunea eficace de imprasiere cuantica 
este de patru ori mai mare decit sectiunea eficace clasica §i coincide cu 
aria totala a sferei dure. Pentru valori mari ale energiei pachetului incident 
se poate lucra cu ipoteza ca toate valorile lui I pina la o valoare maxima 
f-max ~ kR contribuie la sectiunea eficace totala : 

^total = T2 E + l)sin25; . (40) 
1=0 

In acest fel, pe baza ec. (34) avem: 

. 9c- tan^J; [jiikR)? . 9/,^ ^7r\ , 

sm^Si = ^ = , — „ ~ sin^ { kR , (41) 

l + tan2,5, \ji{kR)? + [ni{kR)]^ \ 2 ' ^ ^ 
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kr — 




kr ' ^ 








1 


1 kr — 




— cos 




kr 




~2 



unde am folosit expresiile: 
jl{kr) 

niikr) ^ 

Vedem ca 5i descre§te cu ^ de fiecare data ca I se incrementa cu o unitate, 
§i deci este evident ca se mdepline§te s\v?5i+s\t?5ij^\ = 1. Aproximind sin^ Si 
cu valoarea sa medie ^, este simplu de ob^inut rezultatul pe baza sumei de 
numere impare: 

atotal = ^{kRf\ = 27rR' . (42) 

Odata in plus rezultatul calculului bazat pe metodele de mecanica cuan- 
tica , desi asemanator, difera totu§i de rezultatul clasic. Sa vedem care este 
originea factorului 2; mai intii vom separa ec. (15) in doua par^i: 



/(^) = ^ E i2l+l)e'''^Pl cos(0)+^ E (2^+1)^^ cos(^) = /refi+/umbra 

'^^'^ 1=0 ^'^ 1=0 

(43) 

|2, 



Evaluind /|/^g£|^dJ7: 



/97r ^ "'"f r 1 
l/refil'^^ = i^E {2l + lf[Picos{e)Mcos9) 



" ''■max r->2 



fe2 

(44) 

Analizind acum /^mi^rg^ pentru unghiuri mici avem: 

/umbra ~ ^ E(2^ + ^)M10) ~ ik j\ukhe)dh = '3^1^t^ . (45) 

Aceasta formula este destul de cunoscuta in optica , fiind formula pentru 
difrac^ia Praunhofer; cu ajutorul schimbului de variabila z = kR9 putem sa 
evaluam integrala /I/ umbra P^^' 

/ 1/ umbra l'^^^ ~ ^Tri^^j^Il^d. ~ Tri?^ . (46) 

In sfirsit, neglijind interferen^a intre /pg£ §i / unibra (P^ntru ca faza 
oscileaza intre 25;_|_i = 2(5;— tt). Se ob^ine astfel rezultatul (42). Am eticlietat 
unul dintre termeni cu titlul de umbra , pentru ca originea sa se explica u§or 
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daca se apeleaza la comportamentul ondulatoriu al particulei dispersate (din 
punct de vedere 'fizic' nu exista nici o diferen^a intre un pachet de unda §i 
o particula in acest caz). Originea sa consta in componcntclc pachctului de 
undc imprastiate inapoi ceea ce produce o diferen^a de faza fa^a de undele 
incidente ducind la o interferen^a distructiva . 



Impra§tiere in cimp coulombian 

Sa consideram acum un exemplu clasic si ceva mai complicat: impra§tierea 
de particule intr-un cimp coulombian. Pentru acest caz ecua^ia Schrodinger 
este: 

(-|^V^-^^)v'(r) = i?^(r), ^>0, (47) 

unde m estc masa rcdusa a sistemului in interactie §i evident E > deoarece 
tratam cazul dispersiei fara producere de nici un fel de stari legate. Ecua^ia 
anterioara este echivalenta urmatoarei expresii (pentru valori adecuate ale 
constantelor A; §i 7) : 

V2 + /c2 + ^)v(r) = 0. (48) 

Daca nu consideram bariera centrifugala a poten^ialului efectiv (unde s) 
ne gasim in condi^iile unei interac^iuni coulombiene pure §i putem propune 
o soluble de forma: 

V^(r) = e^'^-^xiu) , (49) 

cu 

u = ikr{l — cos 9) = ik{r — z) = ikw , 
k • r = fez . 

^{r) este solutia complcta a ecuatiei Schrodinger §i se poate a§tepta un 
comportament asimptotic format din doua par^i, respectiv de unda plana 
gik r ^- ^^(j^ sferica r^'^e^^'^ . Definind noi variabile: 

z = z w = r — z X = (f) , 

cu ajutorul rela^iilor anterioare, ec. (48) ia forma: 



X{u) = . (50) 
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Pentru a rezolva aceasta ecua^ie, trebuie studiat mai intii comportamen- 
tul sau asimptotic, dar cum acesta a fost deja prezentat, func^ia de unda 
asimptotica normalizata care se ob^ine m final ca rezultat al tuturor cal- 
culelor anterioare este: 



(51) 



Dupa cum vedem, func^ia de unda anterioara prezinta termeni care o 
fac sa difere apreciabil de ec. (7). Acest lucru se datoreaza faptului ca 
for^a coulombiana este de raza infinita de ac^iune. Efectuarea calculului 
exact pentru amplitudinea de impra^iere coulombiana este destul de dificil 
de realizat. Aici vom da numai rezultatul final pentru func^ia de unda 
normalizata : 

^kirj (27r)3/2 1^ ^5i(7)2A;sin(^/2)2 r J' 

(52) 

unde gi{-/) = Yii^- 

In ceea ce prive§te analiza de unde par^iale o vom reduce la prezentarea 
rezultatelor deja discutatc intr-un mod cit mai clar posibil. Mai intii scriem 
func^ia de unda (49) tp{r) in urmatoarea forma : 

^(r) = e^^-^'xiu) = Ae^^"" [ e"*f^-i(l - ty'^^dt , (53) 

Jc 

unde A este o constanta de normalizare §i toata partea integrala este trans- 
formata Laplace inversa a transformatei directe a ecua^iei (50). O forma 
convenabila a ecua^iei anterioare este: 

V'(r) = A f (^^ "{l - t)e'''''\l - t)d{t, j)dt (54) 
J c 



cu 



d{t,^) = f'^-\i-tr^-K (55) 

In cadrul analizei de unde par^iale procedam la a scrie: 



1=0 

unde 



V^(r) = ^(2/ + l)i^Pi{cosB)Ai{kr) , (56) 

1=0 

Ai{kr) =a[ e^'^'jiikril - t)]{l - t)d{t, 7) . (57) 
Jc 
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Aplicind rela^iile intre func^iile Bessel sferice §i func^iile Hankel sferice 
avem: 

Ai {kr) = {kr) + Af^ {kr) . (58) 

Evaluarea acestor coeficien^i nu o vom prezenta aici (fiind destul de com- 
plicata ). Rezulta ca : 

Af\kr) = i) (59) 

Af\kr) ^^^J^[27r%(7)] (e-^{kr-{l^/2)+^\n2kr\_^2i^i{k)^[kr-{l^/2)+^\n2kr]\ 

(60) 

unde 

"r(i + ^ + i7)- ^^'^ 
Calculul amplitudinii de impra§tiere coulombiana 

Daca efectuam transformata Laplace a ec. (50) ob^inem: 

X(u) = A [ e"¥T-i(l - ty'^^dt . (62) 
Jc 

Conturul C merge de la — oo la oo §i se incliide pe deasupra axei reale. 
In aceste condi^ii, vedem ca exista doi poll: cind t = §it = 1. Cu schimbul 
de variabila s = ut ob^inem: 

X{u) =a[ e's'^-\u - s)-*T . (63) 
JCi 

x{u) trebuie sa fie regulara in zero §i intr-adevax: 

;^(0) = (-l)-^T^ / -ds . = {-l)-''^A27ri (64) 
J Ci s 

Luind acum limita « — > oo, sa facem o deplasare infinitezimala (pentru 
a elimina faptul ca polii sunt pe contur) §i cu un schimb de variabila astfel 
ca - = _(£2±h) vedem ca aceasta expresie tinde la zero cind u ^ oo. 

U IK ^ 

Deci, putem sa dczvoltam {u — s) in scric dc putcri de ^ pentru polul cu 
.5 = 0. Dar aceasta dezvoltare nu este buna in s = 1, pentru ca in acest 
caz s = —So + i{n ± e) §i de aici rezulta ca ^ = 1 — ^^"^^^-^ tinde la 1 cind 
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At — > oo; dar daca facem schimbul de variabila s = s — u aceasta problema 
se elimina : 



X{u) = Aj^ [[e's'^-'{u - s)-'^]ds + [e^ +"(-s')*t(w + s'r-^]ds 

(65) 

Dezvoltind seriile de puteri este u§or de calculat integralele precedente, 
dar in rezultat trebuie sa se ia limita ^ —>■ pentru a ob^ine formele asimp- 
totice corecte pentru impra§tierea coulombiana : 

X{u) ~ 2mA \u-'^gi{^) - (-n)^^-^e"52(7) 



27r5i(7) = i I e's'^-^ds 

27rc/2(7) = i I 
JC'. 



(66) 



Dupa acest §ir de schimbari de variabile, ne intoarcem la s-ul original 
pentru a ob^ine: 

(n*)*T = {-ip[k{r - z)r = e^'^/^e^T^"'^^'^-^) 

Calculul lui X odata efectuat, este echivalent cu a avea ^k(r) pornind de 
la (49). 



Aproxima^ia eikonala 

Vom face o scurta expozi^ie a aproximatiei eikonale a carei filosofie este 
aceea§i cu cea care se face cind se trece de la optica ondulatorie la optica 
geometrica §i de aceea este corecta cind poten^ialul variaza pu^in pe distance 
comparabile cu lungimea de unda a pachetului de unde dispcrsat, adica , 
pentru cazul E >> \ V\. Astfel aceasta aproximatie poatc fi considcrata ca o 
aproxima^ie cuasiclasica . Mai intii propunem ca func^ia de unda cuasiclasica 
are forma binecunoscuta : 

unde S satisface ecua^ia Hamilton-Jacobi, cu solu^ia: 

1/2 

dz' + Constanta . (69) 
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Constanta aditiva se alege in a§a fel incit: 



- ^ fcz pentru V ^0 . (70) 

Termenul care multiplica poten^ialul se poate interpreta ca un schimb 
de faza al pachetului de unde, avind urmatoarea forma explicita 

In cadrul metodei de unde partiale aceasta aproxima^ie are urmatoarea 
aplica^ie. §tim ca aproxima^ia eikonala este corecta la energii inalte, unde 
exista multe unde partiale care contribuie la dispersie. Astfel putem con- 
sidcra / ca o variabila continua §i prin analogic cu mccanica clasica punem 
I = bk. In plus, cum deja am men^ionat Imax = kR, care substituit in 
expresia (15) conduce la: 

f{e) = -ik J hJo{khe)[e^'^^^'^ - l]db . (72) 



8P. Probleme 

Problema 8.1 

Sa se ob^ina deplasarea de faza (§iftul) §i sec^iunea diferen^iala de impra§tiere 
la unghiuri mici pentru un centru de impra§tiere de potential U{r) = ^. 
Sa sc tina cont de faptul ca in impra§tierile de unghiuri mici principala 
contribu^ie o dau undele partiale cu I mari. 



Soluble: 

Rezolvind ecua^ia 



R, + 



2 /(/ + 1) 2ma 



cu condi^iile de frontiera Ri{^) = 0, Ri{co) = A^, unde N este un numar 
finit, ob^inem 

Ri{r) = A^h{kr) , 
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unde A 



1\2 I 2ma 



ii + hr + 



1/2 



§i I este prima func^ia Bessel modificata . 



Pentru determinarea lui Si se folose§te expresia asimptotica a lui Ix: 

r n ^ f ^ V^^ ■ n ^^ 
^^^^^^"'l^j sm(A;r-- + -). 



Prin urmare 



' 2 V 2 



TT 

2 



1,9 2ma 



nl/2 



Condi^ia Z mari de care se vorbe§te in problema ne conduce la: 

irma 



Si 



{21 + i)n 



2 ' 



de unde se vede ca <C 1 pentru I mari. 

Din expresia generala a amplitudinii de impra§tiere 



1 oo 



1=0 



la unghiuri mici e^*''' 1 + 2iSi §i 



1=0 



2 sin ■ 



Astfel: 



Prin urmare: 



Tram 1 
/c^^ 2 sin; 
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